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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

EFEITO DO DOMINIO FINITO SOBRE OS PERFIS DE VON KARMAN
DESENVOLVIDOS NA VIZINHANCA DO ELETRODO DE DISCO
ROTATORIO

Carlos Domingo Mendez Gaona

Margo/2013

Orientadores: José da Rocha Miranda Pontes

Norberto Mangiavacchi

Programa: Engenharia Metalturgica e de Materiais

O estudo da hidrodinamica de células eletroquimicas apresenta uma boa con-
cordancia entre os resultados experimentais e os previstos com base na hipdtese de
que o campo hidrodinamico que se desenvolve na proximidade do eletrodo é ade-
quadamente descrito pela solucao classica de von Karméan. Este trabalho relata os
estudos referentes a influéncia das dimensoes finitas, tanto da célula eletroquimica,
quanto do diametro do eletrodo sob o campo que se forma na vizinhanca da su-
perficie e do eixo de um eletrodo de disco rotatorio. A ferramenta de andlise é um
cbédigo numérico que integra as equagoes tri-dimensionais e dependentes do tempo
da hidrodinamica utilizando o Método de Elementos Finitos (MEF). Investigou-se
os efeitos da relacao entre os diametros da célula eletroquimica e do eletrodo, da
profundidade da célula e do niimero de Reynolds sobre a dependéncia dos perfis de
velocidade com a coordenada axial (adimensional). Os perfis obtidos numericamente
em varias posigoes ao longo da coordenada radial foram comparados com os de von
Karman e cada uma das dimensoes da célula foi reduzida até que se observasse desvio
significativo em relacao aos perfis de von Karman. Embora nossas simulagoes nao
tenham coberto tempo suficientemente longo para que o campo atingisse o estado
estacionario observou-se que os perfis de velocidade na vizinhanca do eletrodo nao se
desviam significativamente dos de von Karman quando a célula tem diametro maior
do que 4 vezes o do eletrodo. Observou-se também que um aumento do nimero de
Reynolds além do obtém nos experimentos do grupo de Eletroquimica Aplicada da
COPPE parece levar a emergéncia de campos assintoticos dependentes do tempo.

Palavras-chave: von Karméan, Elementos Finitos, Semi-Lagrangeano.
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The study of the hydrodynamics of electrochemical cells presents good agree-
ment between experimental results and those predicted by the hypothesis that the
hydrodynamic field that develops in the neighborhoods of the electrode is adequately
described by the classical solution of von Karman. This work describes the stud-
ies on the influence of the finite dimensions of both the electrochemical cell as the
diameter of the field electrode is formed on the surface and near to the the axis
of a rotating disk electrode. The scan tool is a numerical code that integrates
three-dimensional transient equations using the finite element method (FEM). We
investigated the effects of the ratio between the diameters of the electrochemical cell,
and the electrode of the cell depth with the Reynolds number and the dependency
on the velocity profiles with the axial coordinate (dimensionless). The profiles ob-
tained numerically in various positions along the radial coordinate compared with
von Karman solutions, each of the dimensions of the cell was observed to be reduced
to a significant deviation in relation to the von Karman profiles close to the hub and
the electrode surface. Although our simulations have not covered long enough time
for the system reached the steady state, it was observed that the velocity profiles
near the electrode does not deviate significantly from those of von Karman for when
the cell has a diameter four times the electrode. It also noted that an increase of the
Reynolds number seems to lead to emergence of time-dependent asymptotic fields.
The study of the effects of cell dimensions and the Reynolds number of numerical
experiments were preceded that was obtained satisfactory distribution and number

of mesh points for numerical simulations.
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertacao de mestrado insere-se na sequéncia de estudos da hidrodinamica
de células eletroquimicas, que inclui os de impedancia eletroquimica conduzidos por
Barcia, Mattos e Leite da Silva[l][2], os estudos sobre a hidrodinamica de eletro-
dos semi-esféricos rotatério desenvolvidos por Lucena (2013)[3], os estudos de Fer-
reira (2012)[4], a anélise de estabilidade linear conduzida por Pontes et al. (2004)[5],
Mangiavacchi et al.[6], os estudos de estabilidade conduzidos por Anjos (2007)[7] e
por Oliveira (2011)[8], os dois ultimos integrando as equagoes tridimensionais e de-
pendentes do tempo, com cédigo de elementos finitos por eles desenvolvidos. E esse
coddigo que utilizamos no presente trabalho para investigar a influéncia do dominio
necessariamente finito de uma célula eletroquimica sobre os perfis de velocidade que

se desenvolvem nas proximidades de um eletrodo de disco rotatoério.

1.1 Células Eletroquimicas com Disco Rotatorio

O campo hidrodinamico que se desenvolve nas proximidades de um disco rotato-
rio de grande diametro se inclui na restrita classe dos problemas que admitem uma
solucao de similaridade analitica, ou semi-analitica, das equacoes de Navier-Stokes.
A velocidade angular imposta ao disco e a viscosidade nao nula levam o fluido a
girar. A rotacao do fluido tem como resultado secundario o surgimento de um efeito
centrifugo que origina uma vazao radial para longe do eixo de rotacao . Essa vazao
¢é reposta por outra, axial, em direcao a superficie. Nas proximidades do disco, a
velocidade puramente axial diminui e os efeitos viscoso e centrifugo passam a atuar,
fazendo com que o fluido gire e a se afaste do eixo. Essa é a regiao da camada limite.
A solugao semi-analitica desse campo tri-dimensional estacionario, nas proximida-
des da superficie de um disco rotatorio de diametro infinito foi descoberta por von
Kérmén (1932)[9].

Gragas a solugao exata de von Karman e as condi¢oes mais controladas dos expe-

rimentos conduzidos em discos do que em asas, em que nao se tem uma solugao exata
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Figura 1.1: (a) A célula Eletroquimica e o eletrodo de disco rotatério; (b) Esquema
de uma curva de polarizagao tipica com trés regioes.

do campo de base, discos rotatérios passaram a ser utilizados como protétipos para
se inferir sobre mecanismos de instabilizacao de camadas limite (Malik (1986)[10])
e em outras aplicacoes , dentre elas, no estudo da eletroquimica de células que se
utilizam de eletrodos de disco rotatério.

Células eletroquimicas que utilizam um eletrodo de disco rotatério sao larga-
mente empregadas devido a simplicidade do arranjo experimental e ao fato de ser o
fluxo de massa na interface entre o eletrodo e o eletrélito independente da posigao
radial. A taxa de transferéncia de fons do eletrodo é convenientemente controlada
pela velocidade angular imposta ao eletrodo. A Fig. 1.1 mostra, de forma esque-
matica, o arranjo dessas células, com trés eletrodos. O contra-eletrodo consiste de
uma malha disposta ao longo de toda parede lateral da célula de modo a assegurar
a uniformidade da distribuicao do potencial no interior da célula. Os potenciais
monitorados nos experimentos sao medidos em relagao ao do eletrodo de referéncia.
O eletrodo de trabalho consiste de um bastao cilindrico de ferro, com 5mm de dia-
metro, revestido com uma resina isolante com espessura de 2, 5 mm, exceto na base,
por onde flui a corrente. Esse eletrodo é acoplado a um motor de velocidade angular
ajustavel. Velocidades de rotacao tipicas variam de 100 a 900 rpm.

As curvas de polarizacao sao obtidas variando a tensao aplicada no eletodo de
trabalho e mantendo constante a velocidade angular, imposta ao eletrodo de traba-
lho (ver representagao esquematica de uma curva de polarizacao na Fig. 1.1b). Essa
curvas, obtidas experimentalmente na eletrodissolugao de eletrodos de ferro em so-
lugdes 1M de H2SOy4 apresentam trés regides distintas (Barcia et al., 1992[2]). A
primeira regiao ocorre quando a sobretensao aplicada ao eletrodo de trabalho é baixa.
A corrente elétrica é aproximadamente proporcional a sobretensao aplicada, sendo
funcao apenas dessa e do processo de eletrodissolucao. O processo de transporte de
cargas no eletrélito nao afeta a dissolucao do ferro nem a corrente. Aumentando-se

a sobretensao aplicada entre os eletrodos observa-se uma mudanga qualitativa na



curva de polarizacao , em que a corrente passa a depender também do campo hidro-
dinamico, que, por seu lado, é funcao da velocidade angular imposta ao eletrodo de
trabalho. Aumentando-se ainda mais a sobretensao aplicada observa-se um patamar
na curva de polarizacao. A corrente torna-se independente da sobretensao, sendo
funcao apenas da velocidade angular do eletrodo. O nivel de tensao que caracteriza
o patamar é proporcional a Q2.

Dois tipos de instabilidades sao observadas nessa iltima regiao, a primeira lo-
calizada no inicio e a segunda no final do patamar. Uma das explicagoes para as
oscilagoes observadas no inicio do patamar baseia-se na possivel formacao de um
filme de FeSOy4 sobre a superficie do eletrodo [5][6]. Porém os estudos conduzidos
pelo grupo de Eletroquimica Aplicada do Programa de Pés-graduagao em Engenha-
ria Metalirgica e de Materiais da UFRJ indicam que ha razoes para se supor que
a primeira instabilidade possa ter outra origem. Barcia [2] através das medidas das
impedancias eletrodinamicas [11] sup6s que a superficie do eletrodo é uniformemente
acessivel antes e apds a primeira instabilidade. Propos que a dissolucao do eletrodo
de ferro leva a existéncia de um gradiente de viscosidade alinhado com o eixo do
eletrodo e este gradiente pode levar a producao das instabilidades observadas no
inicio do patamar, que teriam entao, uma origem na instabilidade do campo hidro-
dinamico que se desenvolve nas proximidades do eletrodo. Essa hipotese apoia-se
nos trabalhos trabalhos tedricos e numéricos do grupo [7][8][5][6].

O campo hidrodinamico estacionario desenvolvido nas proximidades do eixo do
disco rotatério torna-se instavel a perturbagoes periddicas nas diregoes radial, ou
azimutal, ou a combinacao das duas, quando o nimero de Reynolds do problema
aumenta, que é proporcional a distancia ao eixo de rotagao aumenta. Alguns pa-
droes possiveis, que surgem apds a primeira instabilidade do campo estacionario, se

encontram ilustrados esquematicamente na Fig 1.2.

1.2 Revisao Geral

Esta secao revé os principios da solucao das equagoes da hidrodinamica encon-
tradas por von Kdrman para a configuracao de um disco rotadrio de grande diametro
(Sec. 1.3), discute razoes pelas quais essa solugao é empregada no estudo da hidro-
dinamica de células eletroquimicas (Sec. 1.4). Apresenta ainda a proposta dessa
dissertacao (Sec. 1.5), de procurar novas evidéncias que justifiquem o uso da solugao
de von Karman em estudos que envolvam a hidrodinamica de células elétroquimicas
bem como, de investigar até onde se pode reduzir as dimensoes das células eletroqui-
micas sem que o campo hidrodinamico proximo ao disco se desvie significativamente

da solucao de von Karman.



Figura 1.2: Possiveis padroes que emergem da primeira instabilidade do campo
hidrodinamico estacionério, nas proximidades do eixo de discos rotatorios.

1.3 A Solucao de von Karman para o Campo Proé-

ximo a um Disco Rotatorio

A solugao encontrada por von Kdarmén (1921)[9][12] é usada como protétipo
em muitas aplicacoes, como acima mencionado e, em particular pelo grupo de ele-
troquimica aplicada do Programa de Engenharia Metalurgica e Materiais (PEMM /-
COPPE), que a utiliza h& aproximadamente 20 anos para o estudo dos fendémenos
observados em células eletroquimicas. Descrevemos abaixo as principais caracteris-
ticas dessa solucao. O campo de velocidades desenvolvido na vizinhanga de um disco
de grande diametro tem, esquematicamente, a forma mostrada na Fig. 1.3.

Supoe-se que o campo hidrodinamico seja independente do tempo, que as compo-
nentes da velocidade e da pressao nao dependem de 6, isso é, todas as derivadas na
diregao tangencial se anulam. Supde-se além disso, que dp/dr = 0. As equagdes da

continuidade e de Navier-Stokes, escritas em coordenadas cilindricas simplificam-se



Figura 1.3: As componentes v,, vy e v,, do campo de velocidades na proximidade

do eixo de um disco rotatoério.

e tomam a forma:
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As condigoes de contorno para a velocidade sao:

z=0: v,=0 vy=7rQ2 v,=0 }

z=00: v, =0 vy=0 v,=0C"%

Essas equagoes admitem uma solugao de similaridade da forma:
v, = rQF(2%)
v = 1QG(2%)
v, = (W)YPH(ZY)
p = pvQP(z),

onde:

v,
0722

|

(1.5)



As condicoes de contorno para F, G, H e P sao:
2*=0: F=0 G=1 H= P=0
_ _ _ (1.11)
¥ —00: F G=0

Substituindo as Eq. 1.6 a 1.9 nas Egs. 1.1 e 1.4, e usando a definicao da coorde-
nada adimensional z*, conforme Eq. 1.10 obtém-se o seguinte sistema de equagoes

ordindrias nao lineares, para os perfis adimensionais F', G e H:

2F+H = 0 (1.12)
F?-G*+HF = F’ (1.13)
2FG+ HG = G (1.14)
P +HH = H" (1.15)

As Egs. 1.12 a 1.15, resolvidas numericamente, dao como resultados os perfis adi-

mensionais mostrados na Fig. 1.4.
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Figura 1.4: Perfis adimensionais de velocidade F', G e —H para um disco infinito.

1.4 A Solucgao de von Karman e Eletrodos de Dia-

metro Finito

A configuracao experimental de células eletroquimicas tipicamente utilizadas pelo
grupo de Eletroquimica Aplicada do Programa de Poés-graduacao em Engenharia
Metalargica e de Materiais da UFRJ compreende eletrodos de disco rotatério com
diametro de cerca de 10 mm. A espessura da camada limite que se forma nas
proximidades do disco é 8-15 vezes menor que o diametro do eletrodo tipico, na
faixa de velocidades de rotagao utilizada (100 a 900 rpm). Essa relagdo entre o
diametro do eletrodo e a espessura da camada limite é a razao para que se utilize a

solucao de von Kédrman nos estudos da hidrodinamica de células eletroquimicas.



Dada a importancia da solugao de von Karman os grupos que a utilizam para
analisar a eletroquimica de células que utilizam eletrodos de disco rotatério adotam
em geral a solugao conservadora de utilizar arranjos em que as dimensoes da célula
(diametro e profundidade) sdao da ordem de 30 vezes maiores do que o diametro do
eletrodo (sem revestimento). E entdo natural que se procure investigar a correcao
desse procedimento largamente adotado e de se verificar até onde se pode reduzir
as dimensoes das células eltroquimicas usualmente utilizadas. Esse é objetivo dessa
dissertagao. Para a consecucao desse objetivo resolvemos as equacgoes tridimensi-
onais e dependentes do tempo, da hidrodinamica de células eletroquimicas e do
resultado extraimos perfis de velocidade que comparamos com os da solugao de von
Karman. Para a resolucao das equacoes conforme acima descrito utilizamos cédigo

de elementos finitos desenvolvido por [7].

1.5 Proposta de Trabalho

Especificamente, os principais objetivos deste trabalho sao:

1. Observar a influéncia da razao entre os raios da célula e do disco, sobre os

perfis adimensionais de velocidade F', G e H, definidos por:

Uy

Vg
Uz

De posse da solucao estacionaria do campo hidrodinamico determinamos os
perfis adimensionais acima definidos, em varias distancias do eixo de rotacao
do eletrodo e os comparamos com os perfis F', G e H, da solucao de von

Karmaén.

2. Determinar o raio méaximo relativo do eletrodo, para o qual os efeitos da parede

nao alteram os perfis de von Karman, para dimensoes conhecidas da célula.

3. Determinacao do efeito da altura finita da célula eletroquimica sobre os mes-

mos perfis.

4. Determinagao do efeito do nimero de Reynolds caracteristico das configuragoes

aqui simuladas, sobre os mesmos perfis.

1.5.1 Metodologia

E proposta a seguinte metodologia de trabalho:
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Resolucao das equagoes de Navier-Stokes

As equagoes de Navier-Stokes serao resolvidas com um codigo numérico de ele-

mentos finitos (FEM) com as seguintes caracteristicas, desenvolvido por [7]:
1. Método de Galerkin para discretizacao espacial dos termos difusivos e pressao;
2. Discretizacao do termo convectivo por um esquema Semi-Lagrangeano;

3. Discretizacao das derivadas temporais por esquema de primeira ordem avan-

cado;

4. Utilizacao do método da projecao para a resolucao dos sistemas algébricos

lineares.

1.6 Organizacao do Texto

No Capitulo 2 apresenta-se as equacoes de governo e algumos termos utilizados.

O Capitulo 3 apresenta uma descrigao dos métodos numéricos utilizados no co-
digo.

O Capitulo 4 apresenta a metodologia utilizada e os criterios utilizados para
atingir os objetivos.

No Capitulo 5 mostra-se os resultados obtidos nas simulages assim como uma
analise dos mesmos.

E finalmente no Capitulo 5 apresentam-se as conclusoes do trabalho.



Capitulo 2
Equacoes de Governo

Neste capitulo apresentamos as equagoes que governam o comportamento da hi-
drodinamica do sistema mostrado na Fig (1.1). E comum que a evolucao de meios
continuos em movimento obedecam a equagoes obtidas como expressao matematica
de principios de conservacao . Esses principios resultam da aplicacao dos princi-
pios de conservacao da massa, da quantidade de movimento, da energia, da carga
elétrica e da concentracao de espécies quimicas transportadas. Essas equagoes sao
com frequéncia complementadas por equagoes constitutivas que caracterizam o meio
continuo. As equacoes das leis de evolucao sao obtidas pela aplicacao dos principios
acima a um volume de controle fixo no espaco, conforme apresentado a seguir.

No caso do problema abordado nessa dissertacao os pricipios de conservacao
da massa e da quantidade de movimento do meio, complementados pelas equagoes
constitutivas que caracterizam fluidos incompressiveis com viscosidade constante
resultam em um sistema de equacgoes suficiente para descrever os fenomenos aqui

tratados[13]. Essas equagoes sdo obtidas abaixo.

2.1 Equacao da Continuidade

A equacao da continuidade traduz em forma matematica o principio de conser-
vacao da massa de um meio em movimento. O principio estabelece que a taxa de
acumulacao de massa do meio em movimento que atravessa um volume de controle
fixo no espacgo no interior do volume ¢ igual ao fluxo de massa que adentra o vo-
lume, menos o que sai do mesmo. Seja p a massa especifica do meio. O principio de

COHSGI’V&QE}O da massa se expressa COomo:

/V %dm. 2.1)

Na expressao 2.1 dm é a massa de um elemento de volume contido no volume de

controle. Esse diferencial pode se expressar também como dm = pdV. Substituindo



na Eq. 2.1 e derivando por partes temos:

0 dp
—dm = / —dV, 2.2
/V ot v Ot (22)

onde / p0dV /ot = 0, porque dV nao varia com o tempo.

v
O fluxo liquido de massa expressa-se por:

jipv-ndA. (2.3)

A integral anterior se faz sobre a superficie que delimita o volume de controle.

Substituindo na equacao 2.2 o balango de massa fica:

/ @dV: —j{pv~ndA, (2.4)
v ot s

Essa equacao relaciona a taxa de acumulacao de massa de um volume finito, com
o fluxo liquido através da superficie. Para uma descricao local, pode-se aplicar o

teorema de Gauss, a Eq. 2.4 obtendo-se:

/?dV:—/divpvdV (2.5)
v ot v

/ <@ + divpv) dV=0. (2.6)
v \ Ot

Essa equagao deve ser valida para qualquer volume de controle, assim, para um

volume infinitesimal, temos:
dp

5 + divpv = 0. (2.7)

Expandindo o termo divpv:
divpv = v - gradp + pdivv. (2.8)

Finalmente, quando a variacao da massa especifica do fluido é zero a equagao da

continuidade simplifica-se e toma a forma:

divv = 0. (2.9)

2.2 Equacao de Navier-Stokes

A lei da conservacao do momento relaciona a aceleracao das particulas do fluido

com as forcgas exercidas sobre eles. Dois tipos de forcas sao considerados: as forcas de
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corpo e forcas de superficie. As forgas do corpo estao relacionadas com as forgas da
gravidade e as forcas de superficie, que tém uma origem molecular, representam-se

pelo tensor de tensoes o. A lei de conservagao do momento pode ser expressa como:

p (% +v- gradv> =dive + pg. (2.10)

O fato do momento de inércia de uma particula de fluido ser nulo requer a simetria
do tensor de tensoes 7. Para um fluido em movimento, o tensor de tensoes é dividido
em uma parte —pl (onde p representa a pressao e I a matriz identidade) e 7 é o

tensor viscoso, em forma matematica fica:
o=-—-pl+T. (2.11)
O tensor viscoso para fluidos Newtonianos é da forma:
T = p(grad v + grad VT) : (2.12)
A equagao de Navier-Stokes é obtida substituindo-se a expressao do tensor de tensoés
T na equacao do momento, com a consideracao de incompresibilidade:

P (% + v - grad V> = —gradp + div [F‘ (gradv + grad VT)] t P9, (2.13)

div-v=0. (2.14)

A forma final da equagao de Navier-Stokes é obtida introduzindo-se o operador nao-

linear derivada substancial:

D 0 0
E—a-i-Uia—xi

e substituindo-se o termo pu/p pela viscosidade cinemética v:

Dv

Py = —eradp +div 1 (grad v + grad v") | + pg. (2.15)

2.3 Condicoes iniciais e de contorno

A adocao adequada de condigoes iniciais e de contorno é essencial para a formu-
lacao de qualquer problema modelado por EDPs. Adotamos as seguintes condigoes

nos limites rigidos;

1. Condigoes iniciais: Eletrodo girando com velocidade angular prescrita e fluido
inicialmente em repouso (exceto sobre superficie do disco, onde a condigao de

nao escorregamento se aplica).
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2. Condicoes de contorno: v = 0 nas paredes e na base, além dissop =0e v, =0

na interface eletrolito/ar.

2.4 Adimensionalizacao

O passo seguinte consiste em adimensionalizar as equagoes 2.13 e 2.14. Obtém-se:

ov 1 1 T
E—FV'VV— —;Vp%—EV- [(Vv+Vv )], (2.16)
V.-v=0,

onde v e p sdo, a velocidade e a pressao do fluido respectivamente. As coorde-
nadas nas diregoes radial e axial sao adimensionalizadas usando-se a unidade de
comprimento (v/€2), onde v e 2 sdo, respectivamente a viscosidade cinemadtica e a

velocidade angular de rotacao do eletrodo. O nimero de Reynolds é definido por:

Re = 1 (2. 2.17
() (217)

14

onde 7. ¢ o raio do dominio cilindrico no qual procedemos a integragao numérica das
equacoes que governam o comportamento do eletrolito. Para mais detalhes da adi-
mensionalizacao das equagoes é recomendada a consulta a dissertacao de mestrado

de Anjos (2007)[7].
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Capitulo 3

Métodos Numeéricos

3.1 Introducao

Os métodos numéricos se constituem de técnicas pelas quais os problemas ma-
tematicos podem ser formulados de uma forma que possam ser resolvido usando
operacoes aritméticas. Existem muitos tipos de métodos numéricos, em geral, com
uma caracteristica comum: invariavelmente deve se fazer uma série de calculos te-
diosos.

Métodos numeéricos sao ferramentas poderosas para a solucao de problemas. Eles
podem lidar com grandes sistemas de equagoes nao-lineares e geometrias complexas,
comuns em engenharia. Também é possivel a utilizacao de software disponivel co-
mercialmente que contém os métodos numéricos. O uso inteligente desses programas
depende do conhecimento da teoria basica desses métodos, e existem muitos proble-
mas que podem surgir quando se utiliza programas personalizados. O bom conheci-
mento de métodos numéricos permite ao usuario desenvolver seus proprios codigos
e naoadquirir software caro. Ao mesmo tempo, permite-lhe aprender a conhecer e
controlar os erros de aproximacao que sao inseparaveis dos calculos de grande escala

numérica [14]. Neste trabalho, nds utilizamos o metodo descrito a seguir:

3.2 Metodo de Elementos Finitos

O método dos elementos finitos (MEF) é muito utilizado na engenharia, fisica,
etc, pois permite resolver problemas que até recentemente, eram virtualmente im-
possiveis de se tratar, com a utilizacao apenas de métodos analiticos.

O MEF permite um modelo matematico para prever o comportamento de sis-
temas reais e verificar os efeitos de qualquer alteracao no sistema real, mais facil
e mais barato que modificar um protétipo. Mas ainda é um método aproximado

de calculo. Porém os protétipos ainda continuam sendo necessarios, mas em menor
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nimero, ja que o primeiro pode se aproximar do projeto ideal.

O MEF ¢ projetado para uso em computadores e permite resolver equacoes di-
ferenciais associadas a um problema fisico em geometrias complicadas. O MEF é
utilizado no projeto e melhoria de produtos e aplicagoes industriais, bem como em
simulacao de complexos sistemas biolégicos e fisicos. A variedade de problemas
para os quais o método se aplica cresceu enormemente, com a exigéncia basica de
que as equagoes constitutivas e equagoes de evolucao temporal do problema a ser
considerado sejam conhecidas antecipadamente.

O primeiro passo para a aplicacao do método de elementos finitos consiste em

aplicar a formulagao variacional das equagoes governantes|15][14][16][17].

3.2.1 Formulacao Variacional

O campo hidrodinamico que se quer descrever é caracterizado pelas variaveis
v = v(x,t), p = p(x,t) definidas em Q x [0,7] onde Q C R™, que evoluem sujeitas

as seguintes equagoes de governo|[18]:

ov 1 1 T
E—i‘V'VV——;Vp—FEV'[V(VV—FVV )}, (3.1)
V-v=0
e as condicoes:
v=vr on I} (3.2)

vi=0 and o™ =0 on Iy,

onde I';, 7 = 1,2 sao a velocidade no contorno e a pressao respectivamente. As

expressoes acima sao dadas em forma adimensional.

Definindo os espacos das fungoes utilizadas

Para o método dos elementos finitos é necessario definir as funcoes teste e as
fungdes peso assim como o espaco no qual a fungao é definida[19][20].

O espacgo no qual as funcoes teste sao definidas é:
S={ueH () | u=u, em I'.}
e o espaco das fungoes peso é representados por:

Vi={weH(Q) | w=0 em I'.},
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onde u, é uma condicao de contorno essencial para um contorno dado I,

HY(Q) = {u € L)

L%(Q) é o espago de Hilbert, que é o espaco das fungoes de quadrado integriveis,

(/Q |u|2dsz) " oo} |

dado por
L3(Q) = {u =0 —=R"

Utilizando as fungoes

A formulagao variacional consiste em achar solugoes v(z,t) € V C HY(Q) e
p(x,t) € P C L2(N) tais que[21]:

/{(Z‘_:+V Vv + - VP—R—V v (Vv+VvT)]}-w dQ =0, (3.3)

/[V-V]ngzO (3.4)

onde w e ¢ sao as fungoes peso que constam das Eqs. (3.3) e (3.4). Apés reorganizar

os termos obtemos:

/(a—v+v Vv)~w dQ+/(1Vp>-W d)—
ot o \p

/Q{év- [u(vv+va)]}.w 49 = 0,

(3.5)

/(V-V)qu:O (3.6)

Por conveniencia, na equacao 3.5 o termo convectivo é expresso com o uso do ope-
rador derivada substancial[22][23]:

Logo a equacao 3.5 fica:

Dv 1 T B
Dt wdQ+/ -Vp-wd) — /Q{EV- (v (Vv+ Vv )}}-wdQ—O (3.7)

Integrando por partes o termo difusivo e a pressao, e admitindo que a fungao peso

deve ser zero no contorno I, a formulacao fraca é expressa como:
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Dv 1

wdQ——/ﬂp[V-w]dQ#—é/ﬂ[V(VVJrVVT)} :Vw' dQ2=0 (3.8)

Dt p

/Q[V-V]qu:(]

Forma Bilinear

As equagdes 3.8 e 3.9 podem ser expressas na forma bilinear [24]:
Dv Dv
il - V) wdQ
w(Brw) = (5
k(viv,w) = / (v (Vv+ Vv Vw’ dQ
Q
so.w) = [ DIV wldg
Q

d(p,w) = /Q(V-W)pdﬂ

(3.9)

A formulacao fraca das equacoes de Navier-Stokes é expressa na forma bilinear por:

D 1
m (FZ,W) —g(p,w) + Ek’(u;v,w) = 0

3.2.2 Metodo de Aproximagao de Galerkin

(3.10)
(3.11)

Nesta secao fazemos a discretizacao parcial no dominio espacial, mas nao no

dominio do tempo. Reescrevendo as equacoes 3.8 e 3.9 na forma expandida nas

diregbes ortogonais x, y e z, e com a consideracdo v = (v, vy, V;) € W =
obtemos:
Dv 1 ow 1 Jv, Ow v, Ow
Qth pgpax +Re/gy(8x 8x+8y 8y+
0v, Ow, — Ovy Ow, ~ Ovy dw, — Ov, Ow,
— A2 =0
0z 0z +8:c 8x+8:1: 8y+8:c 8z)
Dvy ow ov, Ow,  OJv, Ow
dQ) — —2dO+ — Lt At St
Dt / + <ax 8x+0y dy +

0vy ow, 8% ow, 8vy ow,  0v, dw, B
0z 0z dy Oz dy Oy + dy 0z 2 =0
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(3.12)

(3.13)



sz 1 8wz 1 ov, Ow, Ov, Ow,
w, d) — dQ + —
Dt P o, * Re (3x Ox * dy Oy (3.14)
8vz 8wz n ov, Ow, 8vy ow, Ov, dw, 40— 0 .
0z 0z 0z Ox 0z Oy 0z 0z N
ov,  Ov,  Ov,
— Q= 1
/Q(awjtayjtaz)qd 0 (3.15)

Para escrever as fungoes aproximacao consideramos NV e NP como o ntimero
de nods para velocidade e pressao sobre a malha discretizada no dominio 2. Entao

escreve-se essas fungoes como:

v(xt) ~ Y ui(t)Ni(x)
vy(x,t) ~ Z v; (t) N; (%)
v,(x,t) =~ Z w; (1) N;(x)

px.t) ~ > pi(t)Pi(x)
i=1
onde os coeficientes u;, v;, w; e p; sdo as fungdes continuas no tempo (t) e as fungdes
Ni(x) e P,(x) s@o as utilizadas para a interpolagao. Utilizando as fungoes aproxi-

macao, as equacoes 3.12 a 3.14 sao reescritas como:

/eZZDuZNN dQe——/ ZZ ]P”dQe

”el{ NV NV NVNP
=1 j=1 7j=1 =1

(3.16)

' Ox 8:1: ay dy Tu "0z Oz

8N8N+ 8]\78N+ ON; ON; vl Qe
"Or Ox "o Oy “Or 0z N

WAV /AN, ON; | ON;ON;  ON;ON;
K»ie

=1 j5=1
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NV NV NV NP

{/SZZDMNN w2 [ 35 20

e=1 i=1 j=1 7j=1 =1

1 / [NV a ( ON,ON; , ON,ON; , ON,ON; (3.17)
© =1 j=1

3x8x+ 3y8y+ 0z 0z

WONON; | ONiON; N ONNT o)
dy 0x | oy oy oy 02 N

nel NV NV o NV NP
{/ ZZ ZNN dQe——/ ”P“dQe
e= ¢ =1 7=1 7j=1 = 1
NV NV
1 ON; 8]\7 ON,; ON; ON; ON; (3.18)
e/QeV [;;( ox wl@y dy i 0z 0z+

8N8N+8N8N+ ON,; ON; Frovl
0z Ox 0z Oy YiTe. oz N

A equacao da continuidade 3.15 é escrita como:

=0 (3.19)

ON; ON;
ZZ(“’ +vzay +w’8z)deQ€

nel[ NV NP
=1 j5=1

Representamos as equacoes 3.16 a 3.19 como um sistema de equacoes ordinarias

parciais, ignorando o indice {ij} para simplificar a notacao:

1
msu® + ﬁ{(%ﬂix + ky, + kS, )u® + kg, v° + kS w't —Gop® = 0
‘4 —{ke u® + (kg + 2k, + k2 )v" + by w} — Gop® = 0

{k‘eu + kg, v¢ + (b, + Ky, + 2k Jw} = Gp® = 0 (3.20)

dyu® + djv° + djw® = 0

onde:
NV NV

My = / ZZNN dQe

=1 j5=1
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NV NV

M _/ ZZNN dQe

=1 j=1

NV NV

Mgy = /ZZNNdQe

=1 j5=1

NV NV

ON; ON;
mefif) = / DD oo

=1 j=1

eNVNVaNaNJ .
Qey ZZ dy 0Oy =

[Eon>
J

ke

yy{ij} —

NV NV
Vez ON; ON; ONj 1pe
82 0z

= ON; ON;
v ZZ o ayde

e ]dQe
v - or 0z

i=1 j=

J Qe
dy 8xd

_/g;e

_/ = o ON; DN,
Qe

:/S\_Ze

e = ON; ON;
25

\%4
ON; ON;
e _ e Z=J 40
ya{is} /QEV Zl oy 02

vV NV
ON,; ON;
e _ e 227 40°
=t} /Q . ]ZI 0z Oz

NV NV
ON, ON; .
kzy{ij} - /Qe v Z 0z 0Oy a0 M
i=1 j=1
NV NP
(4 aN [
i=1 j=1
NV NP
ON; .
m}Lzzymn
i=1 j=1
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NP NV

ON;
ify = / Zzpia_xjpjdge

i=1 j=1

NP NV o
& :/ S % 2N pador
{i} g J
Y 0 =1 j=1 0y
NP NV

ON;
= [ R

Dt Dt Dt
ut = [uf uj U?vv]T
v = [ 5. vl
w® = [w] ws wNV]T

e =[5 ps. .. pipl”

Para construir o sistema de matrizes e vetores da Eq. 3.20 utilizamos o operador

Nel

.2, entao para contruir as matrizes:

Assembly, dado por A
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My = Agil1m§{ij}

My = AcZimyg

M Ae 1mz{1]}

= Al kS

za{ij}

K — el €

Yy e=1"yy{ij}

Kzz = Azgl k

S2(if)

— Nel e
ny — Yle=1"ay{ij}

K i Anel e
XZ — =

e=1"zz{ij}

— AT kS

yo{ij}

Nel
yz _ Aeelk

yz{ij}
= AT KL i
Koy = = AL kzy{w}
= Al 9o
Andlgy{m}

= Aci9% 6

AZEZI dw{z]}

Dy = Actidypisy

Agell dz{zg}

0= A i

V= A0
= Acuf

u=A"u

v=A"v

w = A w



Assim, o sistema matricial global se escreve sob a seguinte forma:

1
Ma+—Ka—-Gp = 0 3.21
a-+ o a P ( )
Da = 0, (3.22)
onde:

M, O 0 Kx Ky K,

M = 0 My 0 K = ny KY Kyz

0 0 Mz sz sz KZ

KX = 2I<xx + Kyy + sz KY = Kxx + 2I<yy + KZZ7
Kz = Ku+Kyy +2K,,

G - |G Gy GZ}T, D - |D. D, D, |,
a:[ﬁvw]T, a:[uvwr.
3.3 Meétodo Semi-Lagrangeano

O método semi-lagrangeano foi primeiramente utilizado em sistemas convecgao-
difusao com o objetivo de se obter esquemas numéricos com duas caracteristicas:
que possam trabalhar com passos de tempo grandes e que apresentem boas caracte-
risticas de estabilidade. Nas equacoes de Navier-Stokes, entretanto, seu uso embora
nao tao frequente até poucos anos atras, vém mostrando elevada eficiéncia em tra-
balhos recentes [8][3][7], principalmente quando o escoamento é caracterizado por
alto numero de Reynolds.

O algoritmo semi-lagrangeano ¢ um método de fator de integragao no qual tal
fator é um operador de conveccao que se desloca para um sistema de coordenadas
moéveis no fluido[25][26].

Em mecanica dos fluidos, coordenadas lagrangeanas sao coordenadas moveis que
acompanham o fluido. Entretanto, o uso exclusivo do sistema de coordenadas la-
grangeana em codigos numéricos é instavel por que as trajetérias das particulas
tornam-se cadticas em um curto periodo de tempo até mesmo para escoamentos
laminares, com baixo nimero de Reynolds. O uso do método semi-lagrangeano so-
luciona esse problema reinicializando o sistema de coordenadas lagrangeana depois
de cada passo de tempo. A utilizacdo do método é explicita, ja que se necessita
da informacao da variavel, para o caso de Navier-Stokes a velocidade, no passo de
tempo anterior[27]|. Porém a informagao que se tem no passo anterior nao necessari-

amente se localiza em um ponto da malha, tornando-se necessaria uma interpolacao
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entre os nds vizinhos. Seguindo o método semi-lagrangeano[28], pode-se discretizar

a seguinte equagao para um escalar c;

Dc oc oc Jc
— = T tu—+v— 3.23
Dt ot ox Jy (3:23)
pode-se discretizar a Eq. (3.23) no tempo no ponto z; segundo um esquema de
primeira ordem implicito:
Dc crtl —en
= = 1 __d (3.24)
Dt At
onde ¢ = "(x4,t") e x4 é chamado de ponto de saida. Na forma forte a derivada
substancial é calculada ao longo da trajetéria caracteristica, determinando-se o ponto
x4 € resolvendo a Eq % = f para tras no tempo t"*! >t > ¢" usando a condicao

inicial z(t"™) = x,.

3.3.1 Método Semi-Lagrangeano aplicado as equacoes de

Navier-Stokes

No capitulo 2 introduzimos o uso do operador nao-linear derivada substancial,
que sera aplicado no método semi-Lagrangeano. Entao, aplicando o método para o
termo convectivo obtemos[29]:

Dv vt
. (3.25)
Dt At

Assim, as equagoes 3.10 e 3.11 sao transformadas em:

V?H — Vi nt1 1 nt1
m W —g(p ,W)—l—ﬁk(u;v W) = 0 (3.26)

d(g,v"™) = 0 (3.27)

para todo w € V, e ¢ € Py, onde vlj = v*(z4,t"), e 24 é chamado de ponto inicial,
no tempo t" < t < ¢"*! com as condigoes iniciais x(t"*1) = ;. Por conseguinte, a

matriz do sistema se escreve como:

n+l _ n 1
M (VIA—tVd) + EKV”Jrl —Gp™tt = 0 (3.28)

Dv'™ = 0 (3.29)
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3.4 Malha dos elementos finitos e o elemento
MINI

Na discretizagao do dominio serd utilizado o elemento finito MINI, pois dentre
os varios tipos de elementos que compoem uma malha computacional, o MINI é
o que melhor se aplica a discretizagao do dominio do problema em questao devido
ao acoplamento de variaveis que as equacoes de Navier-Stokes exigem, como de
velocidade e pressao e satisfazendo também a condicao minima chamada condicdo
de estabilidade de Babuska-Brezzi[22][19].

O elemento MINI configura-se como um tetraedro cibico da familia dos ele-
mentos Taylor-Hood. Além dos nos referentes aos vértices de um tetraedro possui
também um né no centréide, totalizando 5 nds. Os nds referentes aos vértices sao
utilizados para o calculo da pressao enquanto a velocidade é determinada no cen-
tréide. As fungoes de forma deste elemento podem ser deduzidas através da insercao
do conceito de coordenadas de volume. A titulo de explicagdo, supomos que quei-
ramos avaliar as quantidades fisicas de interesse em qualquer ponto no interior do
elemento. Sabendo que os valores requeridos em pontos coincidentes com os vértices
do elemento sao obtidos sem qualquer esforco, e que os mesmos valores em pontos
sob as arestas do elemento sao encontrados por interpolacao daqueles sob os vértices
extremos da aresta que contém o ponto, qualquer ponto interior, antes de ter seus
valores determinados, deve ser identificado pelas coordenadas de volume. Denotando
por V' o volume total do elemento, definimos volumes parciais V;, V;, Vi e V;, de
modo que um ponto qualquer P seja o vértice da intersecao entre tetraedros menores
formados dentro do préprio elemento. A Fig. (3.3) esclarece o que dissemos.

Sejam V; o volume do tetraedro Pijk; V; o volume de Pijl; Vi, o volume de Pikl

e V; o volume de Pjkl. Obviamente, vale que:
V= Vi+V;+ Vi +V, (3.30)

E conveniente definirmos coordenadas lineares Aiy Aj, A, e A através dos volumes
especificados acima, onde \; = V;/V, \; = V;/V, A\, = Vi, /V e Ay = V;/V, e tendo,

portanto,
A+ /\j + X+ AN = 1. (331)

A utilizacao das coordenadas de volume aparenta-se com a idéia de coordenadas
normalizadas. Pautadas as associagoes das coordenadas lineares com os noés do

elemento, as relagoes dessas com as coordenadas z, y, z sao dadas por combinagoes
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lineares similares:

r = )\ZZL’I + /\jl‘j + )\kxk + )\llL’l,
Yy o= Ay + Ny + Aeyk + A (3.32)
2 o= Nz + Nz Az + Nz,

onde Ty, Ym, Zm, M =1, ], k,[ sao as coordenadas cartesianas dos nés do elemento.

Utilizando a relagao dada pela Egs. (3.32), chega-se a:

)\i )
6V
aj + Bjr + vy + 052
N, = LT PTE YO 3.33
J 6V ) ( )
A o + ﬂkx -+ YeY + (5kz
k 6V )
v = o+ Bix + iy + 0z
b 6V ’
onde:
Iz oyoz
6V — 1z oy oz
Iz oy
I xoy oz

Os coeficientes «y, Bs, Vs € 05 para s = 14, J, k,l sao obtidos substituindo linhas do
determinante e fazendo permutacoes ciclicas. Por sua vez, as fungoes de forma do

elemento MINI sao dadas por:

Ni = A —64NM AN,
N, = A — 64NN\, (3.34)
Ni = A\ — 64N AN,
N o= A — 64NN AN,

Para os nds contidos nos vértices o centroide escreve-se:

N, = 256AM M\ (3.35)

3.5 Meétodo da Projecao

Ao final da discretizacao espacial e temporal pelo método de elementos finitos

chega-se a um sistema de equagoes algébricas lineares. Existem diversos métodos
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para resolucao desse sistema, mas por apresentarem grande nimero de equagoes,
técnicas computacionais devem ser utilizadas para diminuir custos computacionais
como tempo de processamento de dados e uso de memoria. Simplificadamente,

podem-se dividir os métodos de resolucao de sistema linear em dois modelos[30]:
e Acoplado.
e Desacoplado.

Os métodos acoplados procuram resolver o sistema completo de forma direta a cada
passo de tempo. No entanto, resolver as equacoes de Navier-Stokes com viscosidade
variavel e transporte de espécie quimica torna tal procedimento oneroso devido ao
forte acoplamento entre velocidade e pressao e suas fortes nao-linearidades parti-
culares vindas dos termos convectivos. Como exemplo, pode-se citar o escoamento
simples de um fluido em 3 dimensoes. Para esse caso, sao necessarias trés equagoes
de movimento e uma equacao de conservacao de massa, todas acopladas, chegando
ao total de quatro equagoes. Usando elementos finitos e uma malha de quatrocen-
tos nés (malha pouco refinada) calcula-se, a cada passo de tempo, mil e seiscentas
equacoes. Para problemas que envolvem outras variantes, como variagao na visco-
sidade e transporte de espécie quimica, o custo computacional se torna ainda mais
elevado. Para diminuir tais custos o uso de métodos desacoplados se torna neces-
sario. Os métodos desacoplados separam as dependéncias internas das equagoes
possibilitando uma resolucao sequencial do problema sem que haja a necessidade de
se resolver todo o sistema a cada ciclo computacional[28]. Diversos sao os métodos
capazes de realizar tal operacgao, dentre eles, o método da projecao vem sendo lar-
gamente utilizado. O método da projecao pode ser aplicado de diversas maneiras,

dando origem a métodos continuos, semi-discretos e discretos.

3.5.1 Meétodo da Projecao Discreto

O método da projegao discreto, baseado em decomposicao LU, é obtido através
de fatoragao em blocos do sistema linear resultante. Isto implica que a separagao
entre velocidade e pressao é feita depois da discretizagao no espacgo e no tempo das

equagoes de governo:

n+l _ mn 1
M (%) + KV -Gt = 0, (3.36)
Dv"™ = 0, (3.37)
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as equagoes . (3.36 e 3.37) formam um sistema de equagoes que pode ser representado

vl rm bc;
.[pn+1] = [O]+[bC2] (3.38)

onde agora o sistema é escrito apenas para as incégnitas do problema, ou seja, v =

n+1 n+1l _ n+1l n+1 n+1 n+11T , n+1 __ n+1 n+117
[T U UT T Uy s W ] T = P P, | sendo N, N,

por:

B —-AtG
D 0

N, e N, o niumero de incdgnitas (nos livres) para velocidade na diregao z, velocidade
na direcao y, velocidade na direcao z e pressao respectivamente. A notacao para as

matrizes e vetores foi mantida a mesma por simplicidade. A matriz B é dada por:

At
B = M+ —K 3.39

e o lado direito representa as grandezas conhecidas no tempo n,
" = —Atv] + Mv", (3.40)

mais as condicoes de contorno que nada mais sao do que as contribuicoes dos valores
conhecidos de velocidade e pressao no lado direito do sistema.
O método da projecao, baseado em fatoracao LU, visa decompor a matriz do

sistema Egs. (3.38) através de uma fatoragao por blocos. Utilizando uma fatoragao
canonica LU por blocos, tem-se o seguinte sistema:

v rm bc,
. — +
pn+1 0 b(:2

O sistema apresentado nas Eqgs. (3.41) da origem ao método de Uzawa [30]. Po-

B 0

D AtDB;'G 0 I

[ I —AtB;'G

rém sua solugao é cara computacionalmente devido a inversao da matriz B a cada
iteragao. Para contornar esse problema foi utilizado um processo de aproximacgao
conhecido por lumping [30]. O novo sistema, com a descrigao da técnica de lum-

ping é apresentado na seguinte se¢ao. O sistema desacoplado resolve-se da seguinte

maneira:
B 0 gt rh bc,
. : = + (3.41)
D AtDB; G pntt 0 bc,
Bv = r"+ bcy, (3.42)
AtDB;'Gp"t! = —DV + by, (3.43)
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I —AtB;'G
0 I

Vn+1 :{,n—l—l
: 1 = i (3.44)
vt = ¥4+ AtDB;'Gp" (3.45)

Este procedimento é semelhante ao procedimento apresentado no Método de Passo
Fracionario, porém nao ha necessidade de imposicao das condigoes de contorno para

a velocidade tentativa e pressao.

3.6 Descricao das matrizes e resolucao dos siste-

mas

As matrizes resultantes do processo de montagem no método de elementos finitos
apresentam caracteristicas préprias. O acoplamento entre as equagoes de Navier-
Stokes e o transporte de espécie quimica proporcionou o preenchimento de todos
os blocos da matriz do termo viscoso, devido as contribuig¢oes dos termos cruzados
resultantes da variagao de viscosidade. A matriz de massa apresenta preenchimento
apenas nos blocos da diagonal. A matriz do divergente apresenta a mesma caracteris-
tica da matriz do gradiente, pois D = G”. A contribuicao do centréide no elemento
tetraédrico MINI aumenta a distribuicao de entradas nao nulas e a dimensao da

matriz.

3.6.1 Matriz Lumped

Existe uma aproximagao conhecida na literatura por lumping, que consiste em
somar todos os elementos de linha e localizar a soma na diagonal principal da matriz.
O mesmo procedimento pode ser feito em elementos de coluna. Esta aproximacao é
valida quando a diagonal principal tem dominancia sobre o somatério dos elementos

adjacentes da diagonal principal.
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Capitulo 4

Metodologia

4.1 Introducao

A escolha certa dos parametros de controle e dos critérios de avaliacao é funda-
mental para entender os fendmenos que acontecem na vizinhanca do disco rotatério
em diferentes situacoes. Os quatro objetivos fundamentais desse trabalho foram es-
tabelecidos na Sec. 1.5. Para se atingir os objetivos propostos é necessario que se
escolham malhas que permitam descrever o campo hidrodinamico nas proximidades
do eletrodo com suficiente acuidade para se detectar a influéncia das paredes laterais
e do fundo, da célula eletroquimica finita.

Para atingir os objetivos acima sao apresentados os procedimentos assim como
os parametros e critérios utilizados para avaliar a variagao dos parametros.

Descrevemos inicialmente como se faz a entrada dos dados no cédigo numérico,

assim como procedemos para fazer o calculo dos perfis adimensionais F, G e H.

4.1.1 Caracteristicas da malha

1. Numero de lados do poligono inicial: Indica a quantidade de lados do primeiro

poligono gerado.

2. Numero de circulos: Indica a quantidade de circulos totais gerados no plano

x e y (ou seja, a quantidade de pontos no eixo radial).

3. Numero de pontos no eixo z.
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Os dados sao indroduzidos no cédigo como se mostra a seguir:

(6,20,45)
- =nGmero de pontos em z
= nimero de pontos em r
= numero de lados do primeiro poligono

O cbédigo tem uma rotina de adimensionalizagao do cilindro setAdimenDisk,
ao qual se fornece o numero de Reynolds (raio adimensional da célula) e altura

adimensional.

Re

Zmax

V

Figura 4.1: Parametros adimensionais da malha

4.1.2 Condigoes de contorno

As seguintes condig¢oes de contorno sao prescritas:

1. Para o tempo inicial a velocidade do fluido é zero, em todos os pontos da
malha, com excecao dos pontos localizados na superficie do disco rotatorio,
onde é prescrita a velocidade angular do disco através do valor atribuido ao

nimero de Reynolds;

2. Condigao de nao escorregamento: As componentes da velocidade do fluido em

contato com uma superficie sélida sao iguais a zero;

3. Na interface eletrélito/ar a componente v, do fluido e a pressdo sado iguais a

Zero.
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As condigoes de contorno sao carregadas no codigo na rotina setFiniteDisk. A
sequéncia de passos que o codigo faz para fornecer as condigoes para cada ponto é a

seguinte:

for z = z1,22,...Z,4 (altura adimensional)
if r < 1,4, / n (identificag3o dos pontos contidos no eletrodo)
and z = 0 (por causa do referencial com origem na interface z
= 0)

Vagisco = §2 r (condigdo do fluido girando com a velocidade do

eletrodo na interface com o mesmo)

Viluido = 0
else

v, =0

p=20

for r = ru
V fluido = O (condigdo da velocidade nula na parede lateral do
dominio finito)
p = 0 (condigdo de dominio infinito na diregdo radial)
for z = zu
Vfluido = O (condigdo prescrita para a velocidade no fundo do
dominio)

Ressaltamos que a variavel r, conforme definida no cédigo representa o valor do
numero de Reynolds mostrado na secao anterior. O parametro n é fornecido no
cédigo e variado para estudar o efeito da parede. Cabe notar que se n = 1 entao o
raio do disco é igual ao eletrodo, entao o intervalo de variacao para que represente
o efeito fisico real é co < n < 0.

A distribuicao dos pontos da malha é carregada na rotina setMeshDisk. A
distribuicao de pontos é uniforme na direcao radial e exponencial, na direcao axial.

Obtém-se entao uma malha como mostrado na Fig. 4.5.
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Figura 4.2: Representacao da malha utilizada.

4.1.3 Arquivos de saida do cdédigo

O cédigo utilizado gera dois tipos de arquivos de saida.

o vtk.n;: Visualizado com Paraview.

e vkr,.n;: Funcoes F, G e -H, calculado em cada ponto do raio.

da ponto do raio, variando

,er, éca

Onde n; é o passo de tempo para cada arquivo

de 1 (ponto mais proximo ao eixo) até o valor de Re.

" Eletrodo

Z]'I'lE].,‘(

c

2 R

coes

3

raios sobre os quais as solu

Figura 4.3: Representagao do sistema indicando os

lculadas.

sao ca
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Figura 4.4: Exemplo de arquivo vk, as linheas continuas representam a solucao de
von Kéarmén, os pontos pretos representan a solugao exata do Método de Elementos
Finitos

A Fig.4.3 mostra uma representacao do sistema estudado. Para cada passo de
tempo ele gera dois tipos de arquivos (j4 mencionados acima) o tipo vkr,.n; é o mais
importante para o trabalho pois nele tem salvados as solucoes F, G e H para cada
raio. Para cada passo de tempo tem se um vtk e tamtos arquivos vk como pontos
no raio.

Na Fig.4.4 tem se um exemplo de arquivo vk. Cada arquivo vkr,.n; é comparado

com as solugoes de von Kéarman (linhas continuas)

4.1.4 Determinacao das funcoes F, G e H

A resolucao das equacoes obtidas por von Karmén, com a consideracao de um
disco infinito imerso em fluido com viscosidade constante leva a obtencao das curvas
de perfis adimensionais F, G e H, como mostrado na Fig. 1.4. As funcoes F, G e
H sao obtidas nesse trabalho de acordo com as Eqs. 1.16- 1.18, para determinadas
posicoes radiais ao longo do eixo z, e em diferentes tempos contados do inicio das
simulagoes [5]. Resolve-se as equagoes de Navier-Stokes e da continuidade pelo
Método dos Elementos Finitos obtendo-se entao a velocidade e a pressao nos pontos
da malha.

E importante ressaltar que para cada ponto da malha (ao longo do eixo z) sao
calculadas as funcoes F, G e H. A quantidade de pontos desses perfis adimensionais

é igual ao nimero de pontos da malha nessa direcao.

4.1.5 Numero de Reynolds

As equagoes resolvidas pelo cédigo numérico estao escritas na forma adimensio-

nal. Para o nimero de Reynolds que consta da Eq. 2.17, que relaciona as magnitudes
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dimensionais com as adimensionais é utilizada a seguinte equagao [5]:

re = (D), (1)

onde Re é o nimero de Reynolds para um disco infinito e neste caso representa o
raio adimensional da célula, r} ¢ o raio dimensional da célula, (2 a velocidade angular
dimensional do disco e v a viscosidade cinematica do fluido. Entao para introduzir
as caracteristicas da simulacao basta fornecer um valor para Re, observe que para
um numero de Re os resultados obtidos para essa situagao representam (na forma

dimensional) qualquer combinagao dos parametros dimensionais.

4.2 Escolha da malha

A escolha certa da malha é fundamental para que os resultados sejam os mais
reais com o menor custo computacional possivel. E légico pensar que uma malha
grossa é uma boa opg¢ao para se iniciar o estudo numérico, porém para se afirmar
que uma malha é grossa ou nao basta simular uma situacao fisica fixa, variar os
parametros da malha e analizar o comportamento das funcoes F, G e H.

O procedimento para a escolha da malha é o seguinte: escolhe-se uma malha
inicial relativamente grossa (o termo relativamente grossa refere-se que a quantidade
de pontos no raio e no eixo z é suficiente) e simula-se uma situagao de comportamento
fisico conhecido. Com os resultados das fungoes F, G e H (obtidos com as Egs. 1.16,
1.17 e 1.18) obtidos na simulagao compara-se com as curvas de von Kdrman, de modo
que, se as curvas obtidas nos pontos (no minimo, os pontos mais préximos ao eixo)
dentro do disco nao tem o comportamento de von Karman, entao a quantidade de
pontos dentro do disco nao é suficiente para simular a situagao fisica real. Considera-
se que o comportamento fisico é real se as fungoes F, G e H para os pontos perto
do eixo tiverem um comportamento similar ao de von Karman.

Uma vez que os resultados obtidos tenham o comportamento esperado toma-se
aquela simulagao como referéncia e, a partir desse ponto muda-se os parametros
da malha e compara-se o resultado com o anterior. Considera-se que o resultado é
diferente se as curvas (comparadas ao fim de um mesmo niimero de passos de tempo
de integragao ) tiverem formas pronunciadamente diferentes. Caso a diferenga seja
grande muda-se novamente os parametros até que o comportamento das fungoes seja
independente da malha.

O custo computacional é um fator limitante na hora de escolher a malha. Embora
uma melhor malha melhore a concordancia do resultado obtido com o resultado real
quantificar a relacao ideal entre o custo computacional e a qualidade dos resultados

obtidos nao é uma tarefa trivial. Para se chegar a um balanco adequado é preciso
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experiéncia com a utilizagao do cddigo.

4.3 Determinacao do efeito da parede

Espera-se que a presenca de uma parede onde a condicao de nao escorregamento
(v = 0) encontra-se presente resulte em algum efeito sobre os perfis de velocidade.
Procura-se entao identificar a distancia minima aceitavel entre a superficie lateral
do eletrodo até a parede lateral da célula (ou, dito de outra forma, qual é o menor
diametro da célula?) para que a parede nao tenha influéncia nos perfis de velocidade

em todos os pontos contidos no disco.

parede parede
v =20 p =20
(a) (b)

Figura 4.5: Condigoes de contorno para um dominio; (a) finito; (b) infinito.

Uma vez escolhida a malha tem-se as solucoes obtidas para uma condicao de Rey-
nolds da célula, altura adimensional e fator n (explicado na se¢ao 4.1.2), entao para
observar o efeito simplesmente tem que trocar a condicao de nao escorregamento da
parede (chamado dominio finito) com a condi¢ao de dominio infinito onde a pressao
na parede é igual a zero conforme mostra-se na Fig.4.3. Definidas as condigoes de
simulagao, basta diminuir o valor de n até que as curvas obtidas com a condicao
de dominio finito e as curvas obtidas com um dominio infinito nao sejam iguais em

todos os pontos contidos no disco rotatorio.

4.4 Determinacao do efeito da altura

O trabalho efetuado por [4] (onde foram estudados os perfis de velocidade entre

dois discos infinitos) é usado como referéncia para fornecer uma ideia do efeito da

35



altura da célula nos perfis de velocidade. Esse autor verificou que, para o caso do
campo hidrodinamico que se desenvolve entre dois discos coaxiais, com um disco
girando e outro fixo, o efeito do disco parado sobre o campo préximo ao que gira
atenua-se com o aumento da distancia ente os discos. Para aprofundar este estudo
além de comparar as solugdes obtidas com as de von Kdarman (utilizado em segoes
anteriores) apresenta-se dois parametros a mais a serem utilizados, o erro relativo
total (para cada simulagao) e o erro relativo total em funcao da altura. Para estudar
o efeito da altura, fixam se o fator n, o nimero de Reynolds da célula e é acrecentado
gradualmente o valor da altura adimensional (z,,.), com relacdo a malha, s6 é

acrecentado gradualmente os pontos em z conforme a altura adimensional aumenta.

4.4.1 Erro relativo total

As fungoes F, G e H sao calculadas para cada ponto da malha e as curvas
sao feitas ao longo do eixo z para cada raio, entao para quantificar o desvio das
curvas obtidas com relagao as curvas de von Karman (Fig.1.4) introduzimos os erros

relativos ep, eq e ey mostrados a seguir:

2?21 | Fi _Fz'vk |

Ep = Tz " s (42)
S F
1| Gi— G

eq = El:lnt — 7 " (43)
Zi:l | Gz |

Doy | Hi— H* |

ey = = — (4.4)

Zi:l | H’Lk |

A anélise vai de ¢ = 1 até i = n, onde n, é o numero de pontos da malha no eixo z
correspondente a uma altura adimensional, F;, G; e H; sao os valores das funcoes em
cada né na direcao z para um raio fixo, os superindices vk representam as solugoes
de von Karman para os mesmos pontos em 2.

Utilizamos o erro relativo total er para ter um valor representativo, que é sim-

plesmente a soma dos erros relativos:
er = er+eg+teq. (4.5)

O céalculo do erro pode ser feito em todos os pontos da malha desde o disco até
a base da célula, porém é mais importante analisar o erro perto da superficie do
disco, entao para normalizar foi escolhido um limite de z = 3. Tendo o valor do erro
total para cada passo de tempo constréi-se uma figura do erro relativo total (er) em

funcao ao passo de tempo.
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4.5 Determinacao do efeito do Reynolds

Os trabalhos realizados por [5] e [6] referentes aos estudos de estabilidade hi-
drodinamica para um eletrodo de disco rotatério mostra a influéncia do nimero de
Reynolds na estabilidade hidrodinamica para um disco infinito. Tem-se uma faixa
de estabilidade (para uma viscosidade constante) até um valor de Reynolds perto
de 60, esse valor pode ser considerado como un Reynolds critico. Além do Reynolds
critico a solucao de von Karman ¢é instavel a perturbagoes estacionédrias ou nao, ini-
cialmente as perturbacoes podem ter forma de espirais, radiais ou de circunferéncia
que depois levam a turbuléncia. No contexto do trabalho, quer-se observar o efeito
do Reynolds nas solugoes obtidas, para isso fixam-se o fator n, a altura adimensional
da célula (z,4,) € varia-se o numero de Reynolds da célula. Para entender melhor
como o Reynolds influencia nos perfis, é apresentado um parametro a mais, erro

entre passos de tempo.

4.5.1 Logaritmo do erro das funcoes para cada passo de

tempo em funcao do passo de tempo

Para que a influéncia seja mais logaritmica nas abscissas, assim se na figura do
logaritmo do erro em cada passo de tempo em funcao ao passo de tempo ele tem um
comportamento linear, pode-se dizer que o sistema chegou ao estado estacionario.
Uma descri¢ao da forma como calcular o erro em cada passo de tempo é apresentada

na secao 4.6.2.

4.6 Consideragoes computacionais

4.6.1 Resolugao do sistema linear

O resultado final aplicando o método de elementos finitos é uma matriz esparsa,
que com a utilizagao simultaneo do metodo Semi-Lagrangeano consegue-se manter
a matriz simétrica. Nosso caso tambem ¢é utilizado o metodo da projecao discreto
que permite o desacoplamiento das variaveis velocidade-pressao. No final, obtem-se
uma matriz esparsa, simétrica e postivia definida, entdo pode-se utilizar o método
de gradiente conjugado para a resolucao do sistema linear.

Para reduzir o custo computacional é preciso de reordenar y precondicionar a
matriz. Para reordenar os elementos da matriz foi utilizado o algoritmo de Cuthill-
McKee reverso. Ele funciona reduzindo a largura de banda da matriz reordenando os
indices de cada vértice em ordem reversa. Uma descrigao do algoritmo é apresentada

a seguir:
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Algoritmo de Cuthill-McKee

escolhe-se um vértice periférico x e toma-se R=(x)
for k=1,2,3,..., |Rl<n
construa A, adjunto de Ry, onde Ry é a k-ésima componente de R
exclua os vértices que ja se encontram em R
A, =Adj(R;) R
ordene A, = com ordem decrescente de vértices
adicione A, = no resultado de R
end
Uma vez reordenada a matriz, é preciso pré-condiciona-la. Para isso é utilizado
o método de Cholesky incompleto, que faz a fatoracao aproximada na matriz reorde-
nada tornando-a triangular superior. Apds o reordenamento e o pré-condicionamento
a matriz fica triangular superior. Este método converge para o minimo de uma fun-

cao quadratica representada pela expressao:

o(z) = %JZTAZ‘—QJTb. (4.6)

Quando o minimo da funcao é alcancado chega-se a solucao do sistema Ax = b.
Uma descri¢ao do algoritmo do método de gradientes conjugados é apresentada a

seguir:

Método de gradientes conjugados

Tp= tentativa inicial

ro= b - A$0

S0~ R_l’l”o

for k = 0,1,2,...
ap=rf R™' / slAs, (par&metro de procura)
Trr1=Tk + apS; (atualizagdo da solugdo)
rr+1=rr — arpAsy (calcula novo residuo)
bk+1=rg+1R_1rk+1 / rF Ry
spr1=R71rp 1 + bpi1s: (nova diregdo de procura)

end

4.6.2 Obtencao dos erros relativos em funcao ao passo de

tempo

Foi necessaria a criacao de duas rotinas de calculos para obtermos as curvas das
secoes 4.4.1 e 4.5.1. Para isso se utilizou o software comercial MATLAB ®. As

rotinas de célculos sao representadas em forma de pseudo-codigo a seguir.
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Erro relativo

for t = 1,2,3,.. .t (passos de tempo)
for k¥ = 1,2,3,...%k,4: (pontos da malha)
Para cada ponto k calcular o erro das funcdes é
er(k) = | F&)-F* )| /|F*(k)|
e (k) |G &) -G* ()| / |G*(k)|
eg(k) = |H&-H*&)| / |H*(k)|
er(k) = ep(k) + eq(k) + ey (k)

Logo o erro total para cada t fica

ep(t) = sum ep(k)
eq(t) = sum eg (k)
ey (t) = sum ey (k)
er(t) = sum er(k)
end
end

Logo plotar ep, e e ey em fungdo do t

Logaritmo do erro em cada passo de tempo

for t = 2,3,4,.. .t (passos de tempo)
for k = 1,2,3,.. .k,4: (pontos da malha)
Para cada ponto k calcular o erro entre passos de tempo
er(t) = sum |F(£)-F(t-1)1 / |F(t)]
eqi(t) = sum |G (£)-G(&-1) | / |G(b)]
e (t) = sum |H ) -H-1)| / |H(t)]
ers(t) = ep(t) + eq(t) + ey (t)

end

end

Logo plotar log(ery), log(es:) e log(epy) em fungdo do t
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Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo serao apresentados os principais resultados obtidos com as simu-
lacoes numéricas das equacoes de Navier-Stokes. Os resulados sao apresentados em
quatro partes diferenciadas, a primeira analisando a malha, a segunda analisando
o efeito da parede, a terceira analizando o efeito da altura e por ultimo o efeito do
Reynolds, em cada um desses tem-se os resultados das simulagoes com suas carate-
risticas bésicas (altura adimensional, malha utilizada, nimero de Reynolds, fator n
e o valor do passo de tempo At) além disso apresenta-se uma andlise dos resultados
no final de cada secao.

Sao fixadas as seguintes condigoes dimensionais:

Fluido com viscosidade cinemética: 1.107% m?/s.

Frequéncia de rotacao do disco: 10 Hz (600 rpm).

Diametro do disco: 1 em.

5.1 Escolha da malha

Nesta secao sao apresentados os resultados de simulacoes com malhas variadas
(os parmetros so variados), pretende-se encontrar uma malha em que a variagoes

deém resultados constantes.

Simulacao 1

Raio da célula: 200 Raio dimensional da célula: 2,52 ¢cm
Altura da célula: 50 Altura dimensional da célula: 0,63 cm
Re: 40 n: 5

Malha: (6,10,45) At: 0,025
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Figura 5.1: Simulagao 1, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 20 (o
mais proximo ao eixo) para os passo de tempo 100 e 500, a segunda linha corresponde
a borda com um raio adimensional de 40 e o mesmo passo de tempo.

Simulacao 2

Raio da célula: 200 Raio dimensional da célula: 2,52 cm
Altura da célula: 50 Altura dimensional da célula: 0,63 cm
Re: 40 n: o

Malha: (6,10,55) At: 0,025

1Re = 1/10
=500 7

1Re = 1/10
=100 7

=)
i
2]
.
=]
=]
5

Figura 5.2: Simulacao 2, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 20
(o mais préximo ao eixo) para os passo de tempo 100 e 500, na segunda linha
corresponde a borda com um raio adimensional de 40 e o mesmo passo de tempo.
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Simulacao 3

Raio da célula: 200 Raio dimensional da célula: 2,52 ¢cm
Altura da célula: 50 Altura dimensional da célula: 0,63 cm
Re: 40 n: b
Malha: (6,20,43) At: 0,025
1. T . T 1, T T .
0.8 ] 0.8
G vRe = 1120 G
- 0.6f t=100 - 0.6f
! ! 1Re = 1/10
g 04r 1 g 04r t=100 |
= 02t : =024 bF
0.0 0.0
Y S — 02 s
0 2 4,6 8 1o T 2 4,6 8 10
l. T T T 1. T T T
0.8th . ] o8} .
- 0.6f 1 - 0.6f
! 1Re = 3/20 ! 1Re = 1/5
g 04 t=100 ] o 04 t=100 ]
= 0.2F A : = 0.7
0.0 0.0
0.2 L . L L 0.2 L . L .
02 4,6 8 10 T 2 4,6 8 10

Figura 5.3: Simulacdo 3, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 10 (o
mais préximo ao eixo) e 20 para o passo de tempo 100, na segunda linha corresponde
aos raios 30 e 40 (borda) para o mesmo passo de tempo.

5.1.1 Analise dos resultados

Com a primeira malha testada obtém-se as curvas na Fig.5.1, nela pode-se ob-
servar que a curva correspondente a H (fungdo relacionada com v,) tem um com-
portamento diferenciado em relacao ao de von Karman, entao é preciso aumentar
os valores da malha para observar que os resultados sao independentes da malha.
A simulagao 2 (Fig.5.2) mostra o aumento da quantidade de pontos no eixo z, e
observa-se 0 mesmo comportamento das curvas, entao pode-se dizer que para um
aumento consideravel de pontos em z o resultado nao é afetado. Na simulacao
3 (Fig.5.3), nota-se que nos primeiros pontos tem-se curvas parecidas a von Kér-
man, bem diferenciadas ao primeiro ponto das simulagoes anteriores, como neste
caso temos mais pontos dentro do disco isso melhora a capacidade de representar
o comportamento fisico real. Repare que os pontos proximos da borda mostram
um comportamento similar as simulagoes anteriores, entao esses comportamentos

mesmo sendo diferentes a von Karman tem que ter atencao.
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5.1.2 Conclusao parcial 1

Nesta segao estudou-se a influéncia da malha nas fungoes F, G e H, com esses

primeiros casos podemos ter conclusoes iniciais.

1. A quantidade de pontos na direcao radial mostrou ter mais influéncia que na

direcao z, embora tendo ainda poucas simulagoes para afirma-la.
2. Mais pontos contidos no disco, melhor resultado.

3. Para as primeiras simulagdes o custo computacional é alto (de ordem de 1 dia

para 100 passos de tempo).

4. Para os pontos perto do eixo, o comportamento ¢é similar a von Karman e mais
perto da borda o comportamento é diferenciado, precisando de mais simulagoes

para ver se a tendéncia se mantém.

5. Para as condigoes fisicas a malha escolhida é (6,20,43).

5.2 Efeito da parede

Nesta secao apresenta-se o estudo do efeito da parede, procura-se o menor valor
de n para o qual os perfis de velocidade nao se alteram, para isso os perfis obtidos
devem ser iguais quando o dominio é finito e infinito (pressdo zero na parede). Se
os perfis sao exatamente iguais entao a parede nao tem influéncia. Se sao diferentes

tem influéncia.

Simulacao 4

Raio da célula: 200 Raio dimensional da célula: 2,52 ¢cm
Altura da célula: 50 Altura dimensional da célula: 0,63 cm
Re: 40 n: 5

Malha: (6,20,43) At: 0,025

Condigao de contorno na parede: p = 0 (dominio infinito)
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Figura 5.4: Simulagao 4, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 10 (o
mais préximo ao eixo) e 20 para o passo de tempo 100, na segunda linha corresponde
aos raios 30 e 40 (borda) para o mesmo passo de tempo, tudo isso com a condigao

p = 0 na parede.

Simulacao 5

Raio da célula: 160
Altura da célula: 50
Re: 40

Malha: (6,20,43)

Raio dimensional da célula: 2,02 cm

Altura dimensional da célula: 0,63 cm

n: 4

At: 0,025
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Figura 5.5: Simulacao

raio de 40 (na borda).

1Re = 1/10 7
t= 100

2

=024

1Re = 1/5

t= 100 ]

2

10

5, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 8 (o
mais préximo ao eixo) e 16 para o passo de tempo 100, na segunda linha corresponde
aos raios 24 e 32 para o mesmo passo de tempo, na terceira linha corresponde a um
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Simulacao 6

Raio da célula: 160 Raio dimensional da célula: 2,02 cm
Altura da célula: 50 Altura dimensional da célula: 0,63 cm
Re: 40 n: 4

Malha: (6,20,43) At: 0,025

Condi¢ao de contorno na parede: p = 0 (dominio infinito)

1, : ‘ : : 1,
0.8 G ke = 1201 081 e = 1110 |
o 0,60 ! o 060
o 04F ] 5 04
= 0.2¢ ] w02f 4£F
0o 0
05— 6§10 05— 6§ 10
1, : ‘ : : 1,
0.80% ] 0.8%
o 0,60 o 060
! 1/Re = 3/20 ! /Re = 1/5
o) 0.4r t=100 ] o] 04 t=100 ]
w02k 2 ] w02k LF
0.0 0
05— 6 & 10 05— 6 8 10
L,
081
o 0,60
! 1/Re = Li4
o) 0.4r t=100 ]
= 0.2+ ]
0.0
0,2 L \ L L
v 2 4 6 8 10

Figura 5.6: Simulac¢ao 6, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 8 (o
mais préximo ao eixo) e 16 para o passo de tempo 100, na segunda linha corresponde
aos raios 24 e 32 para o mesmo passo de tempo, na terceira linha corresponde a um
raio de 40 (na borda), tudo com p = 0 na parede.
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Simulacao 7

Raio da célula: 120 Raio dimensional da célula: 1,60 cm
Altura da célula: 50 Altura dimensional da célula: 0,63 cm
Re: 40 n: 3
Malha: (6,20,43) At: 0,027
1. . — 1, —
0,8 yRe = 1/20 1 0,8 1Re = 1/10 1
G t= 100 G =100
- 0.6f - 0.6f
5 04 ] o 04
= 0.2b ] =02
0.0 0.0
0.2 L . L L 0.2 L . L .
0 2 4,6 8 1o T 2 4,6 8 10
1. . — 1, —
0,8 1 0,8 Re=1/5 1
G G t= 100
0,61 0.6 1
:': Re =3/20 :':
g 04r 1= 100 ] g 04r
=024 ] =02
0.0 0.0
Y S — 02 s
0 2 4,6 8 1o T 2 4,6 8 10
1. . — 1, —
0,8 Re =1/4 1 0,8 1Re = 3/10 1
G t= 100 G t= 100
o 060 ] = 0.6
& 04 ] & 04
= 02 ] = 02},
0,0 0.0
O—— 0,2 -
0 2 4 _6 8 10 0 2 4 _6 8 10

Figura 5.7:  Simulacdo 7, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 6 (o
mais préximo ao eixo) e 12 para o passo de tempo 100, na segunda linha corresponde
aos raios 18 e 24 para o mesmo passo de tempo, na terceira linha corresponde a um
raio de 30 e 36.
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Simulacao 8

Raio da célula: 120 Raio dimensional da célula: 1,60 cm
Altura da célula: 50 Altura dimensional da célula: 0,63 cm
Re: 40 n: 3

Malha: (6,20,43) At: 0,027

Condi¢ao de contorno na parede: p = 0 (dominio infinito)

1, — 1,
0,8 Re = 1120 0.8 Re = 1/10 1
(e} t= 100 (e} t= 100
= 0.6 = 0.6
o 04t o 04t
w02} w02}
0.0 0.0
05— 6§10 05— 6§ 10
1. —_— 1,
0,81 1Re = 3/20 1 0.8 Re=1/5
G i G Tl
= 0.6 = 0.6 |
o 04t o 04t
w02} w02}
0.0 0.0
05— 6 & 10 05— 6 8 10
1. . — 1,
0,81 /Re =1/4 0.8} 1Re = 3/10 1
G T2 o0 G 12100
= 0.6 ] = 0.6
o 04t o 04t
w02} ] w02}
0.0 0.0
05— 6 & 10 05— 6 8 10

Figura 5.8: Simulacao 8, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 6 (o
mais préximo ao eixo) e 12 para o passo de tempo 100, na segunda linha corresponde
aos raios 18 e 24 para o mesmo passo de tempo, na terceira linha corresponde a um
raio de 30 e 36.

Simulacao 9

Raio da célula: 80 Raio dimensional da célula: 1,01 ecm
Altura da célula: 50 Altura dimensional da célula: 0,63 cm
Re: 40 n: 2

Malha: (6,20,43) At: 0,025
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Figura 5.9: Simulacdo 9, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 4 (o
mais préximo ao eixo) e 8 para o passo de tempo 100, na segunda linha corresponde
aos raios 12 e 16 para o mesmo passo de tempo, na terceira linha corresponde a um
raio de 20 e 24, na quarta linha os raios 38 e 32, na quinta linha os raios 36 e 40
(borda).
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Simulacao 10

Raio da célula: 80 Raio dimensional da célula: 1,01 ecm
Altura da célula: 50 Altura dimensional da célula: 0,63 cm
Re: 40 n: 2

Malha: (6,20,43) At: 0,025

Condi¢ao de contorno na parede: p = 0 (dominio infinito)

5.2.1 Analise dos resultados

Tomando-se como referérencia os resultados da Fig.5.3, e comparando com a
simulagao 4 (mostrado na Fig.5.4) nao é observada diferen¢a nenhuma em todos os
pontos dentro do disco. Como nao tem diferenca entre as curvas obtidas com dominio
finito e dominio infinito procede-se a diminuir n mantendo constante o ntimero de
Reynolds do disco, assim comparando os resutados de n = 4 com as simulacoes 5
e 6 (nas Figuras 5.5 e 5.6 respectivamente) observa-se que novamente nao se tem
diferenca em nenhum ponto. Diminuindo n para 3 e 2 percebe-se que para os dois
valores de n tem-se pequenas diferencas nos pontos perto da borda, diferencas que
nao foram achadas no caso de n = 4, como é de esperar a diferen¢a (mesmo assin
sendo pequena) para o caso de n = 2 é maior que n = 3.

E importante notar que os efeitos encontrados nas simulagoes da secao anterior
novamente apresentam-se, s6 que mais perto da borda, o que é mais importante
ainda, o comportamento das fungoes é o mesmo ainda com a consideragao do meio
infinito, entao podemos dizer que esse efeito é por causa da borda, e a partir desse

fato chama-se esse efeito de efeito de borda.

5.2.2 Conclusao parcial 2

Nesta se¢ao foi estudado o efeito da parede nas fungoes F, G e H para os pontos
contidos no disco, muitos dos resultados respaldam as conlucoes feitas na segao
anterior, entao de modo a acrescentar o conhecimento apresentam-se as seguintes

conclusoes parciais:

1. O efeito da parede acarreu para um valor de n = 3, mas para o valor de n = 4
nao tem influéncia, isso para um eletrodo de 1 ¢m de diametro e uma f = 10
H~z equivale a um diametro da célula aproximado de 4 cm, que é o diametro

minimo no qual a parede nao afeta os perfis de velocidade.

2. Mostrou-se a existéncia do efeito de borda, ele principalmente afeta a veloci-

dade v, invertendo o sentido para baixo.
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Figura 5.10: Simulagao 10, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 4 (o
mais préximo ao eixo) e 8 para o passo de tempo 100, na segunda linha corresponde
aos raios 12 e 16 para o mesmo passo de tempo, na terceira linha corresponde a um
raio de 20 e 24, na quarta linha os raios 38 e 32, na quinta linha os raios 36 e 40
(borda), a p = 0 na parede.
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3. Para os pontos mais préximos ao eixo as fungoes tém um comportamento
parecido aos de von Karman, isso é importante ja que na pratica a resina do
eletrodo comega na metade do raio da célula, com estes resultados garante-se
que para os pontos onde tem-se a dissolucao do Ferro as curvas sao parecidas

as de von Karmaén.

5.3 Efeito da altura

Uma vez escolhido o valor de n estuda-se o efeito da altura fixando o valor de
Re, diametro da célula e do disco além de aumentar a quantidade de pontos da
malha em z conforme o aumento da altura da célula. Aumenta-se o valor da altura

adimensional z e observa-se o comportamento das fungoes F, G e H.

Simulacao 11

Raio da célula: 160 Raio dimensional da célula: 12,12 ecm
Altura da célula: 5 Altura dimensional da célula: 0,06 cm
Re: 40 n: 4

Malha: (6,20,45) At: 0,025
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Figura 5.11: Simulagao 11, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 8 (o
mais préximo ao eixo) e 16 para o passo de tempo 500, na segunda linha corresponde
aos raios 24 e 32 para o mesmo passo de tempo, na terceira linha corresponde a um
raio de 40 (na borda).
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Figura 5.12: Evolugao temporal dos erros das fungoes F, G e H e a soma dos trés

o erro relativo total er para um Re = 40 do disco; (a) Para um raio interno 8; (b)
Para um raio intern0 16.
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Figura 5.13: Evolugao temporal dos erros das fungoes F, G e H e a soma dos trés
o erro relativo total er para um Re = 40 do disco; (a) Para um raio interno 24; (b)
Para um raio interno 32.
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Figura 5.14: Evolucao temporal dos erros das funcoes F, G e H e a soma dos tres
o erro relativo total er para um Re = 40 do disco e raio interno 40.

Simulacao 12

Raio da célula: 160 Raio dimensional da célula: 12,12 cm
Altura da célula: 10 Altura dimensional da célula: 0,13 c¢m
Re: 40 n: 4

Malha: (6,20,46) At: 0,025
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Figura 5.15: Simulagao 12, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 8 (o
mais préximo ao eixo) e 16 para o passo de tempo 500, na segunda linha corresponde
aos raios 24 e 32 para o mesmo passo de tempo, na terceira linha corresponde a um
raio de 40 (na borda).
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Figura 5.16: Evolugao temporal dos erros das fungoes F, G e H e a soma dos trés

o erro relativo total er para um Re = 40 do disco; (a) Para um raio interno 8; (b)
Para um raio interno 16.
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Figura 5.17: Evolugao temporal dos erros das fungoes F, G e H e a soma dos trés
o erro relativo total er para um Re = 40 do disco; (a) Para um raio interno 24; (b)
Para um raio interno 32.
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Figura 5.18: Evolucao temporal dos erros das funcoes F, G e H e a soma dos tres
o erro relativo total er para um Re = 40 do disco e raio interno 40.

Simulacao 13

Raio da célula: 160 Raio dimensional da célula: 12,12 cm
Altura da célula: 50 Altura dimensional da célula: 0,63 cm
Re: 40 n: 4

Malha: (6,20,50) At: 0,025
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Figura 5.19: Simulacdo 13, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 8 (o
mais préximo ao eixo) e 16 para o passo de tempo 100, na segunda linha corresponde
aos raios 24 e 32 para o mesmo passo de tempo, na terceira linha corresponde a um
raio de 40.
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Figura 5.20: Evolugao temporal dos erros das fungoes F, G e H e a soma dos trés
o erro relativo total er para um Re = 40 do disco; (a) Para um raio interno 8; (b)
Para um raio interno 16.
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Figura 5.21: Evolugao temporal dos erros das fungoes F, G e H e a soma dos trés
o erro relativo total er para um Re = 40 do disco; (a) Para um raio interno 24; (b)
Para um raio interno 32.
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Figura 5.22: Evolucao temporal dos erros das funcoes F, G e H e a soma dos tres
o erro relativo total er para um Re = 40 do disco e raio interno 40.

Simulacao 14

Raio da célula: 160 Raio dimensional da célula: 12,12 cm
Altura da célula: 100 Altura dimensional da célula: 1,33 cm
Re: 40 n: 4

Malha: (6,20,60) At: 0,025
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Figura 5.23: Simulagao 14, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 8 (o
mais préximo ao eixo) e 16 para o passo de tempo 100, na segunda linha corresponde
aos raios 24 e 32 para o mesmo passo de tempo, na terceira linha corresponde a um
raio de 40 (na borda).
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Figura 5.24: Evolugao temporal dos erros das funcoes F, G e H e a soma dos trés

o erro relativo total e para um Re = 40 do disco; (a) Para um raio

Para um raio interno 16.
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Figura 5.25: Evolugao temporal dos erros das funcoes F, G e H e a soma dos trés
o erro relativo total er para um Re = 40 do disco; (a) Para um raio interno 24; (b)

Para um raio interno 32.
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Figura 5.26: Evolucao temporal dos erros das funcoes F, G e H e a soma dos tres

o erro relativo total er para um Re = 40 do disco e raio interno 40.
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Simulacao 15

Raio da célula: 160 Raio dimensional da célula: 2,12 ¢cm
Altura da célula: 200 Altura dimensional da célula: 2,52 cm
Re: 40 n: 4
Malha: (6,20,65) At: 0,025
1. 1
0.
o 0.
& 0
w0,
o 0,
0% 10 20,30 40 %0 0,
1.0 . 1,
0,8 ¥Re = L/10 0.3\ tRe = 1/10 1
H =495 R 1=495
= 0.9 = 0.6 |
5 04 5 048
& 0.2 2 0.2[
0.0f 0.0
g 0% —S6 100 150 200

10 ioz3'o 3050

Figura 5.27: Simulagao 15, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 8 (o
mais proximo ao eixo) e passo de tempo 495, na segunda linha corresponde ao raio
16 para o mesmo passo de tempo.
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Figura 5.28: Evolugao temporal dos erros das fungoes F, G ¢ H e a soma dos trés

o erro relativo total er para um Re = 40 do disco; (a) Para um raio interno 8; (b)
Para um raio interno 16.
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Figura 5.29: Evolugao temporal dos erros das funcoes F, G e H e a soma dos trés
o erro relativo total er para um Re = 40 do disco; (a) Para um raio interno 24; (b)

Para um raio interno 32.
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Figura 5.30: Evolucao temporal dos erros das funcoes F, G e H e a soma dos tres

o erro relativo total er para um Re = 40 e raio interno 40.
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5.3.1 Analise dos resultados

O comportamento da simulagao 11 é parecido com o de von Karman até um
raio adimensional de 24, para os seguintes pontos as curvas nao tem a forma de
von Karman, nas Fig. 5.12, 5.13 e 5.14 pode-se observar que as fungoes nao ficam
estabilizadas depois de um tempo. Na simulacao 12 tem um comportamento total-
mente diferente pois as fungoes se afastam das solucées de von Karman. A partir
das seguintes simulacoes o comportamento dos erros é similar para todos os pontos
dentro do disco, mas tambem é preciso simular mais passos de tempo e compara-los

no estado estacionario.

Figura 5.31: Comparacao da funcao H para z=100 e z=200, o primeiro para um

passo de tempo 100 e o segundo para um passo de tempo 500.

Na Fig. 5.31 observa-se a evolucao do comportamento da funcao H para z = 100
e z = 200 em tempos diferentes, embora a forma da curva nao seja igual ao mostrado
na Fig. 5.27 ele deveria atingir a forma desta (decaimento uniforme), assim como
mostrado em [4]. O tempo para chegar a esse caso é maior por causa da altura, para
os pontos proximos do fundo, onde a v, inicial é zero e o termo difusivo na equacao de
Navier-Stokes é predominante em relacao ao efeito nao linear, para tempos maiores
o efeito nao linear sera maior que o efeito difusivo, obtendo-se assim a forma em que
a funcao H decai uniformemente até o fundo.

Uma particularidade encontrou-se na simulacao 12 onde para um z = 10 tem
um comportamento instavel, para o ponto mais préximo ao eixo encontrou se que
a funcao F' tende a aumentar e para o raio seguinte a funcao H tende a aumentar

(Fig.5.16), isso acontece para os seguintes pontos contidos no disco.

5.3.2 Conclusao parcial 3

Nesta secao foi estudado o efeito da altura nas funcoes F, G e H, para os pontos
dentro do disco rotatério, as Figuras relacionadas a o erro relativo indicam clara-
mente (com excegao do z = 5) que o tempo simulado ainda nao é suficiente, mas

tem algumas conclusoes que podem ser feitas:
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1. Para os caso de Re = 40 e uma altura adimensional de 10 encontrou-se um

comportamento instavel.

2. Osresultados mostrados na Fig.5.27 sao iguais aos obtidos por [4], e para o caso
de alturas maiores o tempo que demora para obter um decaimento uniforme é

maior.

5.4 Efeito do Reynolds

Uma vez analisados os efeitos da parede e do fundo (baixo condigoes utilizadas

na prética), procura-se determinar como se comportam os perfis variando o niimero
de Reynolds.

Sao fixados o valor de n, altura da célula e malha variando o numero de Reynolds.

Simulacao 16

Raio da célula: 80 Frequéncia de rotagao: 153 rpm

Altura da célula: 50 Altura dimensional da célula: 0,66 cm
Re: 20 n: 4

Malha: (6,20,43) At: 0,05
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Figura 5.32: Simulagao 16, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 4 (o
mais préximo ao eixo) e 8 passo de tempo 1000, na segunda linha corresponde ao
raio 12 e 16 para o mesmo passo de tempo, na ultima linha o raio é de 20.
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Simulacao 17

Raio da célula: 120 Frequéncia de rotagao: 344 rpm
Altura da célula: 50 Altura dimensional da célula: 0,66 cm
Re: 30 n: 4
Malha: (6,20,43) At: 0,03
1 1. ~
0,8 0,8 1Re = 1/10 1
G G t= 2000
o 0.0 JRe = 120] T 0.6f
<) 0.4F H 1= 2600, o) 0.4+ H
= 025 © 0.2
0.0 0.0
T 1, 6§ 10 CTTr i, 6 % 10
1,
0.8
G
= 00 Re =320 |
5 O H 1= 26007
a 020E 1
0.0

1 T —]

0.8 = 1Re = 1/4 1

G = 2600

- 0.6 1
(j' 0.4
0.2t
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=3
42
[
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Figura 5.33: Simulagao 17, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 6 (o
mais préximo ao eixo) e 12 passo de tempo 2600, na segunda linha corresponde ao
raio 18 e 24 para o mesmo passo de tempo, na ultima linha o raio é de 30.
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Simulacao 18

Raio da célula: 240 Frequéncia de rotagao: 1375 rpm
Altura da célula: 50 Altura dimensional da célula: 0,66 cm
Re: 60 n: 4
Malha: (6,20,43) At: 0,02
1 1,
0.8 0,8 Re = L/10
G G t= 3000
o 0,61 R = 1201 o 0.0
& 04 " =300 o 04 .
= 0,215 = 02
0.0 0.0
T 46 8 10 T 4 6 8 10
VA Z

F,G,-
o
T

Figura 5.34: Simulagao 18, a primeira linha corresponde ao raio adimensional 12
(0 mais préximo ao eixo) e 24 passo de tempo 3000, na segunda linha corresponde
ao raio 36 e 48 para o mesmo passo de tempo, na ultima linha o raio é de 60.
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5.4.1 Analise dos resultados

Para valores baixos do Reynolds o comportamento é parecido com von Karman,
mas apresenta diferencas para algumos raios. A forma das curvas é similar para

Reynols mais altos em consecuencia o efeito é amplificado.

5.4.2 Conclusao parcial 4

Nesta segao foi estudado o efeito do Reynolds nas fungoes F, G e H, para os

pontos dentro do disco rotatério para os casos estudados observo-se que:

1. A formas das curvas mantem-se para os casos estudados, a diferenca principal

fica em que o efeito é amplificado para Reynolds maiores.

2. Para o Reynolds igual a 20 os resultados sao mais parecidos com von Karman.
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Capitulo 6
Conclusoes

No capitulo anterior apresentou-se um conjunto de conclusoes parcias, de acordo
aos objetivos especificos, aqui arrumam-se os objetivos em duas categorias, gerais e
especificos. Embora o tempo de simulagao nao seja suficiente para chegar ao estado

estacionario os resultados mostram uma tendéncia.

6.1 Conclusoes gerais

As conclugoes apresentadas sao validas para uma velocidade angular de 600 rpm,
uma viscosidade cinemética do fluido de 1,0 x 10~%ms~! e diametro do eletrodo de

1 em, com isso tem se as seguintes conclugoes gerais.

1. Para as condigoes fisicas impostas o diametro da célula de 4 c¢m apresento

resultados satisfatorios e nao afeta os perfis de velocidade.

2. A razao dos raios (n) nao tem influéncia nos perfis até que ele tem uma valor

de 3, a partir de ai os resultados mostram uma influéncia nos perfis.

3. Para os valores da altura utilizados nao se conseguiu alcancar o valor de z
suficiente para obter um perfil H tipo von Karmén (horizontal), mas, para

valores de z = 50 ja se tem resultados satisfatorios.

4. Para valores de Re = 20 (153 rpm) os perfis sdo os mais parecidos com a

solugao de von Karman.

6.2 Conclusoes especificas

1. Para condigoes de trabalho utilizadas na prética, sé para o primeiro raio (20%

do eletrodo) os perfis sao parecidos com von Kérman.
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2. Encontrou-se que o sistema fica instavel para uma z = 10, esse fenomeno nao

foi encontrado para z maiores.

3. Para pontos pertos da borda o comportamento dos perfis é diferenciado mesmo

sem a consideragao da parede.

6.3 Trabalhos futuros

Para complementar o trabalho desenvolvido é preciso observar o comportamento
das funcoes e o eletrodo mergulhado.

Outro trabalho futuro inclui incorporar modelos de turbuléncia.
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Abstract. For many years the stability of rotating disk flow has been studied following the evolution of small perturbations
superposed to the classical von Kdrmdn’s solution, von Kdrmdn (1921, ZAMM, Vol. 19, pp. 233-252), Oliveira (Ms.C
dissertation 2011, COPPE/UFRJ). These equations were obtained assuming an infinite domain. In this condition side
wall effects are negligible Zandbergen (1987, Fluid Mechanics, Vol. 19, pp. 465-491), Barcia (2000, Journal of The
Electrochemical Society, Vol. 155, No. 5, pp. 424-427), Anjos (Ms.C dissertation 2007, COPPE/UFRJ). In the present
work we consider the effect of a finite domain on von Kdrmdn’s solution, aiming to find the minimum dimensions of the
electrochemical cell, bellow which the assumption of von Kdrmdn flow, with nondimensional velocity profiles dependes
on the axial coordinate only, no longer holds.

Keywords: von Kdrmdn, velocity profiles, Finite Elements Method.

1. INTRODUCTION

In fluid dynamics, the study of swirling flows is very important due to the
large number of applications in different fields. Among them we can cite the
fabrication of computer memories by crystal-growth processes, lubrication,
aerodynamics, electrochemistry and cosmology Zandbergen P. (1987). This
study is usually performed by analysis in the hydrodynamic field of a given
domain solving the Navier-Stokes equations. In 1921 von Kdman found a
solution of the full hydrodynamic equations describing the flow generated

by a large rotating disk.

von Karman’s flow is schematically shown in Fig. (1), with velocity com-
ponents represented in cylindrical coordinates close to the surface (vg, v,
and v.). Due to the non-slip condition, the flow velocity at the disk sur-

face is equal to the disk velocity at each point of the surface. The rotational

movement of the fluid near the surface of the disk has the side effect of in-

ducing by means of centrifugal force, a radial component of the velocity, v,, Figure 1. A schematic representation of a
which drives the flow away from the axis. The flow must be replaced by rotating disk flow, wich shows the bound-
an incoming flow approaching disk surface. In addition, experimental se- ary layers relatively to the three velocity
tups for rotating disk flows are more easily constructed than setups for more ~COmMponents: axial, radial and longitudinal.
complex geometries. Due to this fact and to the existence of a similarity solution rotating disk flow is widely used as a

prototype for studing more complex configurations where cross flow velocity components exist.
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Among the several system configurations for which rotating disk flow is a prototype (Barcia (2000), Anjos (2007) and
Oliveira (2011)), the solution has been widely adopted in the study of the hydrodynamics of electrochemical cells using
rotating disk electrodes.

In particular, the solution has been used for more than 20 years by the group of applied electrochemistry of the
Metallurgy and Material Engineering Graduate Program (PEMM/COPPE) to adress phenomena observed in cells using
rotating disk electrodes. The experimental setup of electrochemical cells typicaly comprises a rotating disk electrode
with diameter about 10 mm, which dissolves in the 1M H5S50y electrolyte solution. For typical angular velocities of
the electrode, the thickness of von Karman’s boundary layer is 8-15 times smaller than the electrode diameter. In this
condition the flow close to the surface can be approximated by von Kdrmén’s solution.

Barcia (2000) proposed that the dissolution of the iron electrode leads to the existence of a viscosity gradient aligned
to the electrode axis, and that this gradient could drive the current instability observed at the beginning of the current
plateau. Linear stability analysis performed by Pontes J. (2004) and Mangiavacchi N. (2007) and numerical analysis
conduted by Anjos (2007), Oliveira (2011) provide further evidence that the dependency of the electrode viscosity on the
concentration of the iron electrode reduces the flow stability indeed.

Given the importance of von Karman’s solution in the study of the hydrodynamics of electrochemical cells it is clear
that a knowledge of the effects of the dimensions of the cell on the flow close to the electrode is of paramount importance.

We propose to proceed with previous works of Anjos (2007) and Oliveira (2011), concerning the study of the hydrody-
namic field of close to rotating disk, using a finite element approach. These works were developed following the stability
analysis performed by Pontes J. (2004) and Mangiavacchi N. (2007), which in turn, were motivated by the work conducted
in our group The main idea of the present work consists in finding the influence of a finite domain in the velocity profiles
developed in the neighborhood of a rotating disk electrode.

The main goals of this work are as follows: observe the influence of the ratios cell radius/disk radius and cell depth/disk
radius on von Karmans profiles. Specificaly, we are interested in finding how the axial velocity profiles change along the
radial direction, in particular, close to electrode surface.

The full Navier-Stokes equations will be solved with a numerical Finite Element code (FEM) featuring a scheme based
on Galerkin method for spatial discretization of the diffusive and pressure terms, a scheme based on Semi-Lagrangian
method for discretization of the susbtantial derivate (Dv/Dt), forward first order representation of time derivatives and a
scheme based on the projection method for solving the linear algebraic systems.

The domain is considered fixed and the following boundary conditions are adopted: no-slip condition on the walls
v = v(x,t) = 0; pressure and velocity in the direction z at the interface electrolyte/air are zero; p = p(x,t) =0, v, = 0.

The numerical tests were performed with appropriate selection of domain dimensions and mesh parameters, namely,

cell dimensions and mesh refinement, taking into account previous experience of our group.
2. GOVERNING EQUATIONS

The Navier-Stokes and the continuity equations in the nomdimensional form read:

av 1 1

— Vv = ——Vp+—V_- Vv + Vvl 1
5 TV VY pp+Re [ (Vv+VvT)] (1)
where v, p and v are the fluid velocity and pressure and kinematic viscosity, respectively. Re = r(€/v)'/? is the
Reynolds number of the problem, where r is the dimensional radius of the domain and €2, the angular velocity of the disk.
Re is thus, the nondimensional radius of the domain. Further details of variables adimensionalization are given by Anjos
(2007).
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Boundary and initial conditions

The adoption of proper initial and boundary conditions is essential for the formulation of any problem modeled by

PDE’s. We apply the following conditions on rigid boundaries;

1. For the initial condition we set the velocity of the fluid to zero in all grid points, except in points located at the disk

surface, where we prescribe the angular velocity of the disk, by specifying the corresponding Reynolds number.

2. No-slip condition: viscous flow is defined for the normal component of velocity (v,,) and the tangential components
(v¢1 and veo) in the solid walls are zero, in obedience to the fact that the fluid immediately adjacent to the wall is in

repose in relation to it.
3. Inflow condition: used in boundaries where there is fluid entering the system.

. Outflow condition: is used where there fronteas system fluid outlet. Once the governig equations are defined, boundary

and initial conditions must be prescribed, in order to solve the problem.
3. FINITE ELEMENT METHOD

The fluid flow is given by the equations v = v(x,t) and p = p(x,¢) defined in Q2x[0,T] when Q@ C R™, so for the
the governing equations (1) with v = vr on I'y, v = 0 and 0™ = 0 on I'g, where I';, ¢ = 1,2, 3 are respectively the
boundary velocity and pressure.

The above expressions are given in nomdimensional form, is important to note that gravity is being depreciated.
The space of the test functions is given by S := {u € HY(Q) | u=u. em FC} and the space weighting functions is

represented as V := {w eHY(Q) | w=0 em T, } where u. is an essential boundary condition for a given contour I'.,

HI(Q) = {u e £2(9) ‘ Ou

92, © L£2(),i=1,... ,n}, L2(€2) is the Lebesgue’s space, which in turn, is the space of
;

square-integrable functions, given by £2(2) := {u =0 —R"[ ([, |u|2dQ)1/2 < oo}.
D 0
Expressing the convective term as D—: = a—: + v - Vv, the weak formulation for the Navier-Stokes equations can be

expressed in the bilinear form:
Dv 1
w(Byw) o) + kv = o @
d(q,v) = 0, 3)

Equations (2) and (3) are expressed in matrix form:

1

Ma+ —Ka—-Gp = 0, @)
Re
Da = 0, (&)
where:

My 0 0 Kx Kyiy Ky
M = 0 M, 0 K = | Ky Ky Ky,

0 0 M, Ko Kuy Kz
Kx = 2Kxx+ Kyy + Koz, Ky = Kxx+ 2]E{yy + Kz, Kz = Kix+ Kyy + 2K,

T

G:[Gx G, GZ}, D:[Dx D, Dz}v

az[ﬁvwr, az[uvwr.
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Semi-Lagrangian method applied to the Navier-Stokes equations

a'(LJrl _an

Using the semi-Lagrangian method to the convective term we obtain D = ZTtd’ thus, Eqgs. (2) and (3)are
transformed into:
n+1 n
i+l 1
m (alAtad’w) _g<pn+17w) + Ek (V;a"-H,W) — 07 (6)
d(g.a"™*) = 0, @)

for all w € Vy and g € Py, where a]] = a"(xq,t"), and x4 is called starting point, in time " < ¢t < "1 with the initial

condition x(t" 1) = z;. Therefore the matrix system is:

attl —an 1
M <Atd> + EKa”+1 —-Gp"tt = 0 (8)

Da"tl = 0 )

4. VON KARMAN’S NONDIMENSIONAL VELOCITY PROFILES

Solution of von Karman’s equation for constant viscosity fluids 1.0 T T T
leads to curves of nondimensional profiles F, G and H as shown 0_87 G "“'_!"___
in Fig 2: The main idea is to solve the full PDE’s by Finite El- :. 0.6k \( Ho
ement Method with boundary conditions given in Eq.1 and obtain ) - \ F
the local nondimensional profiles F, G and H, according to the for- o 0.4 | 1
mule given by Equations 10- 12 at specified radial positions and in 0.2
different acomplished time steps. The velocity profiles obtained will 0.0 / . :
be compared with von Karman’s original ones. 0.0 2.0 " 4.0 6.0
F=—_ i
T Qe (10) Figure 2. Nondimensional profiles F, G and H,
= 0797 (11) describing the dependence of the velocity compo-
U?;Qz* nents in rotating disk flow.
H= m, (12)

System configurations

We present the preliminary results of two simulations, which are
currently still running. In both, we assume a rotating disk electrode
with the lower surface placed at the interface electrolyte/air. The do-
main radius is equal to the Reynolds number of the simulations. All
dimensions are made nondimensional with von Kdrmén’s character-
istic legnth, (V/Q)l/Q. A scheme of the grid is shown in Fig. 3. The

grid consists of a series of regular polygons with center at the z axis,

the number of edges of the inner polygon (polygon #1) being speci- TLe

I
il
I

-

fied. The number of edges of the following ones increases by a factor
equal to the polygon number. In addition, we specify the number of
points along the radial and the axial directions. Points along the radial Figure 3. A scheme of the grid used in the two
direction are uniformly spaced. In the axial direction, we adopted a simulations presented in this work.

non uniform distribution of points. For the first simulation, the num-

ber of edges of the inner polygon, the number of points along the radial direction and the number of points along the axial

direction are 6, 20 and 60, respectively. For the second one, the figures are 6, 20 and 57, respectively.
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We monitored the nondimensional velocity profiles, as defined by Eqs. 10, 11 and 12 at three radius denoted r1,

and r3 . The domain configuration and dimensions for the two simulations are specified in Fig. 4.

. Re,
[ Electrode
Simulation 1 Simulation 2

——ked Re 50 300
- T Re, 833 60
i r3 Zmax 50 650
E 0) I 2.5 15
r Zmax 1, 5.0 30
I3 7.5 45

2Re
Figure 4. System configuration and main parameters

5. PRELIMINARY RESULTS

Preliminary results are presented in Figs. 5 and 6. Flow simulations were made with parameters given in Fig. 4. The
velocity profiles were converted in the nondimensional profiles F', G and H at three radial positions r1, 7o and r3, in
different times and ploted with the steady profiles obtained by numerical integration of von Karman’s system of ODEs.
The grid points along the axial position are shown in the profiles obtaned from the FEM simulation.

Both figures contain three columns, each one with von Kdrmdn’s original profiles and those obtained at one of the
radial positions 71, o and rs, but at different times. Higher values of the radial coordinate result in higher local Reynolds
numbers and in a progrssive reduction of the stability of the stationary profiles. In consequence, in regions where the
stable solution consists of steady state von Karman’s profiles, these profiles are progressively attained from inner to outer
radius. This is indeed what we observe in Fig. 5. In this simulation the maximum Reynolds number at the rotating disk
is Re. = 8.33, a value that places the whole disk in a region where perturbations are damped and the steady profiles are
stable. Clearly, the staedy state is attained first at the inner radius. Of course, the profile H, associated to the axial velocity
v, deviates from von Karman’s profiles for large values of Z, due to the finite domain of the simulation.

Fig. 6 presents the preliminary results of a simulation not yet concluded at the present date, and run at higher Reynolds
numbers. In this case, the Reynolds number attained at the disk external radius is Re. = 60, a value for which linear
stability analysis point to the existence of undamped perturbations. An inspection of the profiles presented in this figure
suggest that the steady state may not be attained at outer radius, or at least, that it will not be attained monotonically.

Proceeding with the present work we intent to adopt a more refined grid close to the disk surface and investigate the
effect of different domain radius and depths.
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Figure 5. Simulation 1: von Karman’s original profiles F', G and H and same profiles obtained with Egs. 10, 11 and 12 for

a domain and a disk Reynolds number Re = 50 and Re, = 8.33, respectively. First column contain profiles at r; = 2.5;

Second column: ry = 5.0; Third column: r3 = 7.5. Rows 1 to 5 correspond, respectively, to 1, 20, 100, 400 and 605
integration time steps. Row 6 correspond to 605 time steps and showthe — H profile obtained for the entire domain.
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Figure 6. Simulation 2: von Kdrman’s original profiles ', G and H and same profiles obtained with Eqs. 10, 11 and

12 for a domain and a disk Reynolds number Re = 300 and Re. = 60, respectively. First column contain profiles at

r1 = 15; Second column: 75 = 30; Third column: r3 = 45. Rows 1 to 4 correspond, respectively, to 1, 20, 100 and 400
integration time steps. Row 5 correspond to 400 time steps and show the — H profile obtained for the entire domain.
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