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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

HIDRODINAMICA DE CELULAS ELETROQUIMICAS COM ELETRODO
SEMI-ESFERICO ROTATORIO

Rachel Manhaes de Lucena

Margo/2013

Orientadores: José da Rocha Miranda Pontes

Norberto Mangiavacchi

Programa: Engenharia Metalirgica e de Materiais

Nesta dissertagao sao utilizadas duas metodologias para obtencao da hidro-
dinamica de células eletroquimicas com eletrodo semi-esférico rotatoério.

Para o estudo do campo hidrodinamico e do transporte de uma espécie quimica
para o fluido com viscosidade variavel, utilizamos um formalismo analitico em séries
de poténcias e resolvemos numericamente com o Método de relaxacao, que tem
como base o método de Newton e o método das diferencas finitas. Para a variacao
do angulo meridional 6 de 0 < 0 < 7/2, os perfis de velocidade F', G e H sao
similares ao caso da viscosidade constante; o perfis de concentracao C' sao similares
ao escoamento no disco rotatério com viscosidade varidvel e as derivadas dos perfis
de velocidade nas proximidades da superficie da semi-esfera nao sao similares ao
caso da viscosidade constante, com uma quase excecao do perfil H.

O Método de elementos finitos (MEF) foi utilizado para obtengao do campo hi-
drodinamico do escoamento de um fluido com viscosidade constante no eletrodo
semi-esférico rotatério, com o objetivo de comparar as duas metodologias. A
hipétese utilizada no método de série de poténcias tratava do escoamento na ca-
mada limite, sendo assim, para o nimero de Reynolds alto, porém para que as
simulagoes através do MEF pudessem gerar resultados compativeis com o da pri-
meira metodologia foi considerado um valor para o nimero de Reynolds (Re) igual
a 40, que para a teoria da camada limite é um nimero de Re baixo. Os resultados
apresentados necessitam de mais simulagoes numéricas para a obtencao final dos

perfis de velocidade.
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HYDRODYNAMICS OF ELECTROCHEMICAL CELLS WITH A ROTATING
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In this dissertation, two methods are used to obtain the hydrodynamics of elec-
trochemical cells with rotating semi-spherical electrode.

To study the hydrodynamic field and transport of a chemical species for the
fluid with variable viscosity, we use a analytical formalism in power series and we
solved numerically with the relaxation method, which is based on Newton’s method
and finite difference method. For the variation in the meridional angle 6 for
0 < 0 < m/2, the velocity profiles F,G and H are similar to the case of constant
viscosity, the concentration profiles C' are similar to the flow in rotating disk with
variable viscosity and velocity profiles derived from near the surface of the semi-
sphere are not similar to the case of constant viscosity, with the exception of an
almost H profile.

The finite element method (FEM) was used to obtain the field hydrodynamic
flow of a fluid with constant viscosity in the rotating semi-spherical electrode, in
order to compare the two methodologies. The hypothesis used in the method of
the power series in the flow was boundary layer, and thus the Reynolds number for
high, but so simulations through the FEM could generate consistent results with
the methodology was first considered a value for the Reynolds number (Re) equal
to 40, for which boundary layer theory is a Re number low. The results presented
require additional numerical simulations for obtaining better results of the velocity

profiles.
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Capitulo 1

Introducao

Ao longo dos tltimos 15 anos o grupo de pesquisa na area de Eletroquimica
Aplicada do Programa de Engenharia Metalurgica e de Materiais (PEMM) da COP-
PE/ UFRJ vem realizando estudos sobre a hidrodinamica de células eletroquimicas
com eletrodo de disco rotatério e semi-esférico rotatorio. Os estudos conduzidos
no PEMM compreendem tanto aspectos experimentais quanto teodricos da linha de
pesquisa.

Os estudos tedricos utilizam ferramentas matematicas e computacionais para a
modelagem e implementagao numérica do escoamento sobre os eletrodos de disco
e semi-esfera rotatérios de células eletroquimicas. Estes tém produzido resultados
significantes, podemos citar: a dissertacao de mestrado de Anjos[I], que abordou o
campo hidrodinamico de células eletroquimicas através do Método dos Elementos
Finitos (MEF), o trabalho de mestrado realizado por Oliveira[2], sobre a estabilidade
de células eletroquimicas e da dissertagao de Ferreira[3] sobre o campo hidrodindmico
entre dois discos rotatérios, ambos com a metodologia do MEF.

O escoamento sobre o disco rotatério é descrito por uma solugao similar as
solugoes encontradas por von Karman (1921)[4] através da qual as equagoes di-
ferenciais parciais (EDPs) governantes originais sao transformadas em um sistema
de equagoes diferenciais ordinérias (EDOs) nao-lineares. Devido a existéncia desta
solucao similar ao escoamento sobre o disco rotatério, os resultados dos estudos so-
bre este problema tém sido amplamente utilizados como um protétipo nao apenas
na eletroquimica, mas também, em outros dominios de conhecimento, tais como:
na aerodinamica, turbomaquinas, crescimento de cristais, transferéncia de calor em
equipamentos eletronicos, dispositivos cirtirgicos de assisténcia circulatoria, lubri-
ficacao, entre outros.

A utilizacao de eletrodos de disco rotatério apresenta uma limitacao resultante
do fato de que a superficie do eletrodo perde a geometria original devido a dissolugao
do ferro nos meios acidos do eletrélito. Uma configuracao alternativa consiste em

empregar eletrodos semi-esféricos, pois estes mantém sua geometria quando dissol-



vidos. Entretanto, a abordagem tedrica - a analise matematica - torna-se um grande
desafio por nao haver uma solugao similar da hidrodinamica referente as proximida-
des da esfera rotatéria.

No ano de 1996, Godinez[5] defendeu sua tese de doutorado em que abordou a
teoria para o estado estacionario do eletrodo semi-esférico rotatério, restringiu-se
ao desenvolvimento das equagoes que traduzem o comportamento hidrodinamico e
de transporte de massa. Para a resolugao do problema hidrodinamico utilizou duas
metodologias; uma delas foi a integracao numérica para as equagoes da camada limite
e a outra um desenvolvimento formal semi-analitico através de séries de poténcias;
em ambos os resultados foram equivalentes. Por intermédio desses resultados, a
equacao do transporte de massa foi solucionada considerando as séries de poténcias
para a concentracao.

Entre os diversos pesquisadores que estudaram o comportamento hidrodinamico
gerado por uma esfera rotatéria, podemos citar: Lamb[6], Bickley[7] e Stokes[g].
Godinez[f] baseou-se no trabalho de Howarth[9], que obteve a solugao desse pro-
blema através da aproximacao da teoria da camada limite.

Dessa forma, definiu as componentes do vetor velocidade, em coordenadas
esféricas, como v,, vy e vy nas diregoes de r, 6 e ¢, respectivamente, obtendo as

seguintes equacoes da camada limite:

ov, 1 0vg cotf

— %% - 1.1

87" + To 80 + To ve 0 ( )
Ovg  vgdvg coth , 0%vy

; A — 1.2

v or + ro 00 To Yo Y or? (1.2)
8% Vo @U¢ cot 0 821)¢

N v = 1.
v or * ro 00 + To voUs v or? (1.3)

onde as equacoes ([L.1)), (1.2) e (1.3) tratam-se, respectivamente, das equagoes da
continuidade, quantidade de movimento na direcao 6 e ¢. E ainda, ry é o raio da

semi-esfera e v a viscosidade cinemaéatica.

Com as seguintes condigoes de contorno:

v, = vg=0 e v4=ro{lsend em r=rp

vg = v =0 em T — 00,

onde Q é a velocidade estacionaria de rotacdo da esfera.
A solugao para o sistema formado pelas Eqs. ([1.1)-(1.3) para as velocidades v,



vy € vy em séries de poténcias de 6 foi dada por:

ve = 1oQUF (0,1) = 1o [0F1 () + 0° F5(n) + 0°F5(n) + 0" Fr(n) + - - | (1.4)
vy = 1oQ2G(0,m) = roQ [0G1(n) + 6°G3(n) + 0°Gs(n) + 07 Gr(n) + - -] (1.5)

v = (V)2 H(0.m) = W)Y [Hy(n) + 6°Hs(n) + 0*Hs(n) + -] (1.6)
Q 1/2
em que 1 é uma varidvel adimensional definida por: n = (—) (r—mrg) e F,, Gp
v
e H,, paran =1,3,5,7,..., sdo funcoes adimensionais.

As duas metodologias utilizadas por Godinez[5], isto é, a integragdo numérica e
séries de poténcias apresentam os mesmos resultados para os perfis F', G e H para
valores do angulo de 6 ~ 80°, usando 10 termos nas séries. Porém, na vizinhanca do
equador os resultados obtidos nao sao suficientemente satisfatérios para a inferéncia
do fluxo de saida do fluido, como era proposto pelo autor.

Segundo Godinez[5], para que o método de série de poténcias chegue aos mesmos
resultados da integragao numérica direta é necessario aumentar o nimero de termos
das séries para encontrar resultados idénticos para o angulo 6 de 80° ao equador,
entretanto, também nao obteria um fluxo de saida, ou seja, nao haveria a troca de
sinal de H até o maior valor da camada limite, que neste caso notou-se por n*.

No eletrodo semi-esférico rotatério, o estudo do transporte de massa considera
que as propriedades fisicas do eletrolito sao constantes e que nao existem forcas
externas atuando. Assim, temos a equacao do transporte de massa, em coordenadas
esféricas, utilizada por Godinez[5]:

Oc vy Oc d%c
Vp— + —— =D—, (1.7)
or  ry 00 or?
onde D ¢ o coeficiente de difusao do eletrélito.

Com as seguintes condig¢oes de contorno:
c=cp em r=rp e €= Coo em r — 00,

onde ¢y e ¢y sa0, respectivamente, a concentracao das espécies participantes da
difusao na superficie do eletrodo e no seio da solucao.

Para o calculo da equacao do transporte de massa em regime estacionario,
Godinez[5] considerou a metodologia de séries de poténcias de # em que a varidvel
da série de poténcia representa a varidavel adimensional da concentracao. E a solugao

encontrada é dada por:

C— Coo
P =—" =d(n) +0*P3(n) + 0*®5(n) +...

Co — Cxo



onde ®,, é a variavel adimensional da concentracao com n =1,3,5,.. ..

A célula eletroquimica a ser estudada é constituida de um eletrodo semi-esférico
rotatorio que se dissolve no eletrélito composto de uma solucao 1M de HoSOy.
O eletrodo semi-esférico consiste em um corpo cilindrico metalico cuja superficie
lateral é revestida por uma resina isolante em que uma das extremidades nao é
isolada e possui o formato de uma semi-esfera de raio idéntico ao do corpo cilindrico.
Compoe-se ainda por um contra-eletrodo constituido por uma malha ao longo de
toda a parede lateral da célula com a finalidade de garantir a distribui¢cao uniforme
do potencial no interior da célula. E por fim, é composta também por um eletrodo

de referéncia. A esquematizacao da célula eletroquimica pode ser visualizada através

da Fig.

Potenciostato

L =
]

Eletrodo de Referéncia
T (He/FhSO,KCl)

[~ Eletrodo de Trabalho (Fe)

\Solzlgﬁo de 1M de HzSOy\ Contra-eletrodo

Figura 1.1: Esquematizacao da célula eletroquimica com eletrodo semi-esférico ro-

tatdrio

1.1 Proposta

Com base nos trabalhos de Godinez[5], Anjos[I] e Oliveira[2], apresentamos nesta
dissertacao um estudo da hidrodinamica e do transporte de massa de células ele-
troquimicas com eletrodo semi-esférico rotatério.

Realizamos este trabalho em duas etapas, a primeira etapa consistiu na ob-
tencao dos perfis de velocidade e de concentracao reproduzindo a metodologia de
séries de poténcias empregada no trabalho de Godinez[5], porém para o caso da vis-
cosidade varidvel. Para resolucao dos sistemas obtidos através das séries utilizamos
um método baseado no método das diferencas finitas.

A segunda etapa limitou-se nas solugoes numéricas das equacoes tridimensionais
que regem a hidrodinamica do problema, porém através de simulagoes computaci-

onais utilizando-se do MEF, como Anjos[I] e Oliveira[2]. O método de Galerkin é
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usado para discretizar os termos viscosos e o Método Semi-Lagrangeano o termo

convectivo das equagoes.

1.2 Objetivos

Utilizando Método de Relaxacao, para um dominio lateralmente infinito e pro-

fundidade especificada para o eletrélito com viscosidade variavel:
1. Obter os perfis de velocidade para 0 < 0 < 7/2;
2. Obter o perfil de concentracao;

3. Obter as derivadas de primeira e segunda ordem dos perfis de velocidade e

compara-las com as derivadas para o fluido com viscosidade constante.

Utilizando o Método dos elementos finitos, para um dominio lateralmente infinito

e profundidade especificada (eletrélito com viscosidade constante):

1. Desenvolver e inserir fung¢oes no cédigo numérico (em C++) para o célculo

dos perfis de velocidades;
2. Obter os perfis de velocidade entre o polo e o equador da semi-esfera;

3. Verificar as fungoes inseridas no cédigo através da comparacao dos resultados

obtidos neste trabalho com os da tese de Godinez[3].

1.3 Estrutura textual

Esta secao tem o objetivo de melhorar a localizacao do leitor com os capitulos e

apéndices apresentados no presente texto. A seguir, a organizacao do texto:

e Capitulo (1] - Introducao, o capitulo corrente que traz uma breve revisao bibli-

ografica e a proposta desta dissertacao;

e Capitulo[2]- Equagoes de governo, onde sao encontradas as equagdes que regem

a hidrodinamica e o transporte de espécie quimica deste trabalho;

e Capitulo[3]- Método de relaxagao, apresentamos o método numérico que é utili-

zado para resolucao dos sistemas de equacoes obtidos pelas séries de poténcias;

e Capitulo 4| - Método dos elementos finitos, apresentamos o método numeérico
que é utilizado para resolucao das equacoes nas simulacoes pretendidas por

esse método;



Capitulo 5| - Viscosidade Variavel, capitulo do desenvolvimento das séries de

poténcias e os resultados numéricos obtidos pelo método do Cap|3}

Capitulo [0] - Resultados do MEF, onde sdo apresentados os resultados obtidos
pelo método do Cap [}

Capitulo [7] - Conclusdo, em que sdo apresentadas as conclusoes finais deste
trabalho;

Apéndice [A] - Sistemas de EDOs das séries de poténcias - Viscosidade cons-
tante, texto que exibe os sistemas de equacoes diferenciais ordindrias obtidos

por Godinez[5];
Apéndice [B] - Seript de um dos cddigos construidos em MATLAB;

Apéndice [C] - Poster apresentado no Painel PEMM 2012, o qual foi premiado

como melhor poster na categoria mestrado do evento;

Apéndice D] - Artigo apresentado no ENCIT 2012, este se refere ao texto final
submetido ao ENCIT 2012.



Capitulo 2
Equacoes de governo

Este capitulo apresenta as equagoes que regem os fenomenos de transferéncia.
Apresentam-se as equagoes para os processos de transporte de massa e de quantidade

de movimento em meios continuos.

2.1 Conservacao da Massa

Considere o meio continuo, seja um fluido arbitrario com massa especifica p que
escoa sobre um volume de controle V' - fixo no espaco - onde v é o campo de velo-
cidades do escoamento. Considere também uma superficie externa S delimitando o
volume V' e o vetor unitario n perpendicular a cada ponto desta superficie orientado
para fora.

O principio de conservacao da massa determina que a quantidade acumulada de
massa no interior deste volume € igual ao fluro de massa para fora do volume, em

modulo. Pode-se exprimir, em termos matematicos, essa taxa de acumulacao de

0
/Vadm. (2.1)

A expressao ([2.1)) refere-se a variagao da quantidade de massa em cada ponto do

massa da seguinte forma:

volume, como a quantidade infinitesimal de massa dm da-se por dm = pdV. Pode-se

substituir dm em ({2.1]) e encontra-se:

0 ap
/V S (pdV) = /V Lav, (2.2)

pois nao ha variacao no tempo dos volumes dV'.

O fluxo liquido de massa pode ser expresso por:

]ipv-ndA, (2.3)



onde p é a massa especifica do fluido, v campo de velocidades e n é o vetor unitario
normal & superficie.
Substituindo a expressao (2.3) na Eq. (2.2)) juntamente com a hipdtese de balango

de massa descrito anteriormente, obtém-se:

/ ?d‘/: —j{pv-ndA. (2.4)
v ot s

A equagao (2.4) trata-se de uma equagdo integral que traduz o principio de
conservagao da massa.

Por meio do Teorema da Divergéncia, também chamado Teorema de Gauss, tem-

/divpvdV:%pvmldA.
1% 5

Desta forma, aplicando-se o Teorema de Gauss na Eq. (2.4)), obtém-se:

op / .
—dV = — [ divpvdV,
/V ot v

/ <@ + divpv) dV = 0. (2.5)
v \ Ot

Para garantir a validade da equagao (2.5) em qualquer volume de controle, in-

se que:

entao

clusive para um volume infinitesimal, é necessario que:

dp

T + divpv = 0. (2.6)

Assim, a Eq. (2.6) é a equacdo da continuidade.
Substituindo-se a identidade vetorial: divpv= pdivv +v-gradp na Eq. (2.6

tem-se que:

%—i—pdivv—l—v'gradpzo (2.7)

como, por hipoétese, o fluido abordado é incompressivel, isto ¢, nao ha variagao de

sua massa especifica a Eq. (2.7)) transforma-se em:
divv =0, (2.8)

ou também em coordenadas esféricas, (7,0, ¢):

10, , 1 0 1 Ovg
r2 or (ror) + rsenf 00 (vosend) + rsenf ¢

0. (2.9)

E por ultimo, temos a equacao da continuidade para fluidos incompressiveis em



notagao abreviada:
V.-v=0.

2.2 Conservacao da quantidade de movimento

Sob as mesmas condicoes de escoamento de um fluido descritas na Secao [2.1
obtém-se as equacoes de conservacao de quantidade de movimento.

O principio de conservacao da quantidade de movimento se assemelha ao
principio de conservacao da massa, a taxa de variacao da quantidade de movimento
no interior do volume € iqual, em maodulo, ao fluro liquido de quantidade de movi-
mento para fora do volume associado a resultante das forcas aplicadas a superficie
e ao volume.

Em termos matematicos, a taxa de acumulacao da quantidade de movimento

dentro do volume é expressa por:

9(pv)
/V A av. (2.10)

Tem-se na Segao (2.1) que o fluxo liquido de massa é dado através da ex-
pressao (2.3)). Ao multiplicar o termo integrando de (2.3) pelo vetor de velocidade
na mesma direcao obtém-se a expressao que rege o fluxo liquido dessa componente

da quantidade de movimento, ou seja,

%pvv~ndA. (2.11)
s

Denota-se por o o tensor de tensoes que atuam sobre a superficie de cada ele-
mento do fluido abordado. Dessa forma, a resultante das forcas atuantes sobre a

superficie de controle é expressa por:

7{ ondA. (2.12)
S
Por 1ltimo, a resultante das forgas de volume:
/ pgdV. (2.13)
1%

A combinagao das integrais (2.10)-(2.13)) traduz, matematicamente, a equagao

integral que rege o principio de conservagao da quantidade de movimento, isto é,

/ 6<pV)dV:—fpv(v-n)dA—l—?{andA%—/png. (2.14)
v Ot s s v



Assim como na equacao integral da continuidade, emprega-se o Teorema da
Divergeéncia para transformar as integrais de superficie em integrais de volume, como

segue:

/a<pv>dV:—/div(pv)vdV—i—/divadV—i—/png. (2.15)
v ot % % %

A legitimidade da Eq. (2.15]) deve ocorrer para quaisquer volumes de controle,
inclui-se nessa proposicao, também, volumes infinitesimais. Sendo assim, para um

volume infinitesimal obtém-se:

@ + div(pv)v = divo + pg. (2.16)

Tem-se que o termo div(pv)v da Eq. (2.16) é equivalente a forma tensorial

div(pv) ® v e esta possui a seguinte identidade:
div(pv) ® v = (pv)gradv + vdiv(pv).
Entao, a Eq. (2.16]) pode ser reescrita como:

p((;—:: + V% + (pv)gradv + vdiv(pv) = dive + pg,

rearranjando os termos, tem-se

p <00_\t/ + Vgradv) +v (% + div(pv)) = dive + pg. (2.17)
ap . . . .
Como o + divpv = 0, da equagao da continuidade (Eq. (2.6))), entao
0 .
AWy + gradv | v = divo + pg. (2.18)

O membro esquerdo da Eq. possui, implicitamente, um operador utili-
zado no desenvolvimento da Mecanica dos Fluidos, trata-se do operador derivada
substancial. E, este operador fornece a derivada total em relagao ao tempo de uma
propriedade da particula de um fluido em movimento, com velocidade v. Expondo
explicitamente o operador derivada substancial e dividindo a equacao por p, obtém-
se:

Dv

1

O tensor de tensoes utilizado nas equacoes anteriores, notado pela letra grega o,

pode ser decomposto na soma de dois tensores, um tensor relativo a pressao e outro
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a viscosidade:

=—pl+r, (2.20)
onde p é um escalar referente a pressao do fluido, I tensor identidade e 7 denota o
tensor de tensoes viscosas.

Ao substituir a relacao (2.20) na Eq. - ) tem-se:
Dv

1
o = —;diva+;diVT—|—g,

como divpl = grad p, finalmente

D 1
F‘t, = —;gradp+;divr+g (2.21)

Em notacao abreviada
Dv 1
—=—Vp+-V- . 2.22
Di = VPt ViTts (2.22)

2.29) i
rial

A Eq - refere-se a equacao da quantidade de movimento em notacao veto-

A seguir, temos a Eq.(2.22)) expandida em coordenadas esféricas em termos do
tensor de tensoes 7:

ov, 8vr vy ov, vy Ovy B vE + vi B _1@ N
ot " ar T 90 " reend 0] r por
1710 1 9 1 01y Top + Tog
e . 2.2
p [ 20r ( T) * rsend 00 (Trgsend) + rsenfl O¢ r Tor (2:23)
% 4y Ovg vy Ovy Vg % Urlp U; cot 6 B _i%
ot "or " r 90 ' rsend [9J0) r r prod
1 10 1 1 8T9¢ Tro cot #
bl “70¢ -~ 2.24
P { 2 T0) + g ag ) s ”’4 T 90(2.24)
O0vg Ovg vy Ovy vy OVy = VgUp  VgUg B 1 0Op
ot o or T+ r 90  rsenf 0¢ r * r cotd = prsent 0¢ +
10 1 87'9(;5 1 8T¢¢ Tré 2 cot 0
p {72 or ( Tm) + r 00

rsenf O¢

Te¢] + 9y, (2.25)

onde T,,, Tog, Tep, Tre, Top € Tor Tepresentam as componentes do tensor de tensoes de

fluidos newtonianos, dadas ao final da Segao
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2.3 Fluidos Newtonianos

Abstratamente, define-se um fluido como um material que se deforma indefini-
damente quando submetido a uma tensao (tangencial) de cisalhamento, ainda que
esta seja muito pequena. Um fluido classifica-se de acordo com a relagao entre a
tensao de cisalhamento aplicada e a taxa de deformacgao angular do fluido.

A tensao de cisalhamento, para o caso em que um fluido tenha apenas uma
componente de velocidade, é dada por:

ov,

Tmy = U ay ; (226)

v

dy

onde u é a viscosidade dinamica do fluido e ¢é a taxa de deformacao angular de

um elemento do fluido.
No caso em que existam duas componentes de velocidades (v, e v,), a taxa de

cisalhamento é expressa por:

[ Ov,  Ov,

Ou ainda, mais geralmente,

. 31}1- an

A relagao constitutiva dada pela Eq. (2.28) é a forma da tensao de cisalhamento
para um fluido incompressivel, como sera tratado neste trabalho. Diz-se que um
fluido é newtoniano se as relagoes constitutivas dadas pelas Eqs. (2.26))-(12.28]) forem

diretamente proporcionais.

- ov;

Em notacao vetorial, tem-se que 8—’ = Vv. Logo, pode-se escrever o tensor de
x .

J

tensoes como:
T=pn(Vv+Vv'). (2.29)

Em coordenadas esféricas, (r,6,¢), as componentes do tensor de tensoes para

fluidos newtonianos sao dadas por:

2
Trr = M(avr__v'v>a

or 3

10vy v, 2
= 4%2@*7)‘3“%

1 Ovy v, vgcot9> 2 }

Top = M{Q
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Tro = Tor = [ {rg <@> + 18%} ,

or \r r 06
B B senf 0 [ vy 1 Ovy
Toe = Tee = K [ r 00 (sen9> N rsent ({9_¢} ¢

L L dv ﬁ(@)
Tor =T = B\ send 1)) "ar \r '

2.4 Equacao de Navier-Stokes

Dentro do contexto da mecanica dos fluidos, a Equacao de Navier-Stokes é uma
equacao diferencial parcial que permite determinar o campo de velocidade e pressao
do escoamento de um fluido newtoniano. Esta equacao também pode ser aplicada a
dimensoes superiores a um, neste caso, tem-se o termo plural: Fquacoes de Navier-
Stokes.

A Equagao de Navier-Stokes pode ser obtida através da substitui¢ao do tensor de

tensoes T - dado pela Eq. (2.29) - na equagao da quantidade do movimento ([2.21).

Ou seja,
Dv

Dt
Considerando p constante, o segundo termo do lado direito da Eq. (2.30) pode

ser expandido. Assim, obtém-se:

1 1
= ——gradp + — divp (gradv + (gradv)”) + g. (2.30)
p p

1
—div p (gradv + (gradv)”") = Ry,
p p
Portanto, a Eq. (2.30)) torna-se:
D 1
F‘t, = —; gradp + vV3v + g, (2.31)
onde £ = v ¢ a viscosidade cinemdtica do fluido.
P
A Eq. (2.31) pode ser escrita também como:
Dv 1
— =—-Vp+uvV? . 2.32
o S VP +vViv+g (2.32)

A Eq.(2.32)) expandida em coordenadas esféricas, (r,6, ¢), é dada por:
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ov,. ov, v Ov, vy OV Vi + U?b _ 10p

o "or T 00 Trsenbos  r . por
[ 1 0% 1 0 ( 8'0,,) 1 0%, 2
v rv.) + senf + ey

R — 2 S —
r2 Or? ( r) r2senf 00

96 ) " sen0 9 2
%% a %Ue cotd = 7"2826119 (?9_1;)] tor
Ou D wd e dw v theotd 10
ot or r 00  rsenf 0¢ r r pr 00
2
v [712% (7“2%) + @% (sen@%) + m% + %%UHT— (2.33)

Vg 2cos 0 Ov,
2eon2f)  12aem2 + 90
r2sen20  r2?sen20 0¢

O0vg Ovg vy Ovy vy OV VgUp  VpUg B 1 0Op
ot o or * r 90  rsenf 0¢ r * r cotd = prsent O¢ *

v [lg (7“28%) + ! g (sen@a%) + L9 — +
r2 or or r2senf 00 ol r2sen?0 0¢?>  r2senf
2 Ov, 2cost Ovy
r2send d¢ * r2sen20) 8_¢] e

O conjunto de equagdes ([2.33)) esta expresso com p e p constantes em termos do
gradiente de velocidade para um fluido newtoniano , isto é, para o caso da viscosidade

constante.

2.5 Transporte de uma espécie quimica

Seja um fluido qualquer com massa especifica p que escoa por um volume de
controle V. O principio que rege o transporte de uma espécie quimica enuncia que:
a taxa de acumulacdo da quantidade de massa da espécie quimica que entra no
volume por unidade de tempo € iqual ao fluzo liquido de massa para fora do volume,
na auséncia de termos de producao e em maodulo.

A taxa de acumulacao de massa de uma espécie quimica pode ser expressa por:

oc
—dV,
/V ot

onde ¢ denota a concentracao da espécie quimica presente no fluido.

A seguir, a integral de superficie refere-se ao fluxo liquido de concentragao devido
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ao transporte de massa para dentro e para fora do volume V:

]{cv'ndA,
S

em que ¢ é a espécie quimica presente no fluido, v é o vetor de velocidades e n é a
componente normal paralela ao escoamento.

E por fim, o fluxo liquido de massa para fora do volume de controle, devido a
difusao, pode ser expresso por:

J - ndA.
s

Logo, substituindo-se as expressoes acima no enunciado do principio de trans-

porte de uma espécie quimica, encontra-se a equagao na forma integral, ou seja,

@dV:—?{cv-ndA—j{J-ndA. (2.34)
v Ot s s

Ao aplicar o Teorema de Gauss na Eq. (2.34]), obtém-se:

@dV = —/ divevdV — / divJdV. (2.35)
v ot v v

/(@ﬂiivcv) dV:—/diVJdV,
v \ 0t v

esta equacao é valida para qualquer volume de controle, entao para um volume

Ou melhor,

infinitesimal tem-se:
Oc

ot

expandindo o termo divev tem-se:

+ divev = —divJ,

Jc

o +cdivv+v-gradc = —divJ,

mas pela equagao da continuidade (2.8) tem-se que divv = 0. Logo,

dc

5 +v-gradc = —divJ. (2.36)

Através da Primeira Lei de Fick, tem-se que o fluxo difusivo é dado por:
J=-Dgradc, (2.37)

onde D é o coeficiente de difusdo.
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Desta forma, inserindo a Eq. (2.37) na Eq. (2.36)) obtém-se:

dc

T +v-gradc = div(Dgradc). (2.38)

A Eq.(2.38)) em coordenadas esféricas é dada por:

ot +UT§ + 00 + rsenf ¢ p
1 0 Jc 1 0 Jc
eonf 90 (Dsen9%> + Z5on?0 90 (Da—¢>] . (2.39)

E possivel notar que o primeiro membro da Eq. (2.38)) refere-se ao operador deri-

dc dc | vy Oc vy Oc 1 [1 0 (szﬁc)

“ o lror ar

vada substancial. Logo, a equacao de transporte de massa de uma espécie quimica,

em notacao vetorial abreviada, é dada por:

Dc_

o =V (DVo). (2.40)
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Capitulo 3
Método de Relaxacao

O método de relaxacao é um método iterativo que possibilita solucionar sistemas
de equacoes diferenciais lineares ou nao-lineares, através da solucao de sistemas

esparsos que surgem pelo método das diferencas finitas.

3.1 Aplicacao do método

Supondo um sistema de equacoes diferenciais linear ou nao-linear, o procedi-
mento realizado na aplicacao do método de relaxacao consiste em algumas etapas.

De forma geral sao elas:

e Discretizacao das equacoes do sistema;
e (Calculo de derivadas parciais das equacoes discretizadas;

e Implementacao numérica do problema com o calculo do residuo com imple-

mentacao da correcao.

Na primeira etapa as equacoes do sistema de equagoes diferenciais sao discreti-
zadas através das diferencas centradas descritas na Secao (3.2) e lembrando que se
deve utilizar as diferencas com o erro de mesma ordem de arredondamento.

A etapa posterior consiste em calcularmos as derivadas parciais em relagao aos
pontos que as equacoes do sistema foram discretizadas para a montagem de uma
matriz.

Uma terceira etapa coloca em pratica a iteratividade do método abordado neste
capitulo, na qual o método é implementado numericamente em uma linguagem de
programacao, neste caso em MATLAB. Resolvemos as equagoes discretizadas e igua-
lamos a um residuo; a correcao ¢é utilizada para dinamizar as iteracoes, acelerando

ou retardando a convergéncia do método.
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3.2 Método das Diferencas Finitas

O Método das Diferencas Finitas é um método de resolucao de equagoes dife-
renciais baseado na aproximagcao das derivadas por diferencas finitas.

Nesta secao sao descritas as férmulas de aproximagao utilizadas no método das
diferencas finitas; estas férmulas de aproximacao podem ser obtidas através da Série
de Taylor da funcao derivada.

Considere uma malha uniforme unidimensional de pontos discretos com n pontos
i, igualmente espagados por Az, dado por: Az = L/(n —2), onde L é comprimento
do dominio. Seja uma funcao f(z), x € |a,b], em que o intervalo [a, b] é representado
pelo conjunto:

ri={ro=a,...,xp1 = b}, n € N.

Por simplicidade, notaremos: f(x) = f e f(x;) = fi. A diferenca: z;41 — z;
representa o espacamento Ax da malha.
Assim, podemos aproximar a fun¢ao f pela expansao da Série de Taylor:

Ax A:E

f=1r+ fz =+ fimr + =+ (3.1)

1!

Sejam os pontos ¢ — 1, 7 e ¢ + 1 de uma malha uniforme. Entao, temos as

aproximacoes das derivadas de primeira ordem pelas diferengas:

—fiii+ fi

po= At (3.2)
, —Jit fin

fi = N (3.3)
;o —fiaat fin

fi = T oAr (3.4)

As diferencas a sao ditas, respectivamente, diferenca finita atrasada,
adiantada e centrada. Para obtencao das diferencas laterais ((3.2) e (3.3)) a Série
de Taylor foi truncada no segundo termo e utilizou-se apenas um ponto da malha,
sendo o erro de truncamento de primeira ordem, O(Az). Para a diferenga centrada
a série também foi truncada no segundo termo, porém, como foram utilizados
dois pontos, a diferenga centrada possui um erro de segunda ordem, O(Ax?).

Analogamente, obtemos as derivadas de segunda ordem. Assim, para a diferenca
centrada temos:

ficr = 2fi + fina

f= v (3.5)

A Eq.(3.5) foi obtida a partir da soma do desenvolvimento da Série de Taylor

para dois pontos, a saber: ¢ —1 e 1+ 1, e possui um erro de truncamento de segunda
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ordem (O(Az?)).
Utilizando as diferengas que possuem erro de aproximagao & ordem O(Az?),
aumentamos a precisao dos resultados e facilitamos a implementacao numérica.
Nas simulacoes realizadas neste trabalho, utilizamos uma malha uniforme deslo-
cada nos pontos extremos (conhecida pelo termo em inglés, como staggered), nesse
tipo de malha localizamos a fronteira do sistema no ponto médio do intervalo entre

os dois primeiros e os dois ultimos pontos.

3.3 Correcao

A correcao é utilizada para acelerar a convergéncia do método, a cada iteracao re-
alizada atribui-se uma porcentagem desta correcao a solucao encontrada acelerando
a convergencia e obtendo a solugao aproximada desejada.

Para o cédlculo da correcao podemos supor o sistema de equagoes representado
por:

[i(Xk) =b;,  j,keN, (3.6)

definindo f; : X — R, em que cada f; representa uma equacao do sistema dado
e X representa um espaco vetorial em que o argumento de f; é o vetor X, =
(Fi(_l)l, Fi(z)l, . FY, FZ@, FZ-(S), o ,Fi(i)l, Fl(i)l, E(_E)l, ...), ou seja, cada elemento
do vetor é um termo discretizado das equacoes do sistema e i—1,¢ e i+ 1 representam
pontos de uma malha.

Considerando os dois primeiros termos da Série de Taylor, temos a equagao:
Xk + AXG) = fi(Xe) + fj(Xp) AXG. (3.7)

Suponhamos que f;j(X; + AXy) = b; e f;(X)) = r;, em que r; é dito residuo’.
Podemos substituir estes termos na Eq.(3.7) e obter:

of,
by =r;+ f]’.(Xk)AXk, como f]’- eX = a%AXk = (bj —1j).
k

Assim, a Eq.(3.8]) exibe o cdlculo da corregao mencionada na Segao (3.1).

AX; = (5—)2) ), (3.8)

onde o termo AX}, representa a corre¢ao.

Note que, na Eq. (3.8)) os termos: AXy, b; e r; sao vetores e o termo % é uma
k
matriz quadrada de ordem k - n.

'Podemos definir o residuo como uma medida de erro a cada iteracio.
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A seguir, exemplificamos a aplicacao do método em um sistema de equagoes

diferenciais ordinarias nao-lineares.

3.4 Exemplo

Seja o sistema de equagoes ordinarias nao-lineares:

H +2F = 0
F'—HF —F*+G* = 0 (3.9)
G' - HG —2FG = 0.

1° Passo: Discretizacao das equacoes do sistema de equacoes

A discretizagao das equagoes do sistema ((3.9) nos pontos i — 1,7 e i + 1 é dada

por:

(—H;,-1 + Hit1)

oF, =
2Ax Ttk 0
(E—l - QE + E+1) (_E—l + E-{-l) 2 2
= S RH — F 4G = 0 (3.10)
(Gic1 —2G; + Git1)  (—Gic1 + Gipa)
. Hi—2FG; = 0.
Ax? 2Ax ! iGi 0

Logo, podemos representar cada equacgao discretizada por uma funcao, sendo o

seu argumento cada termo discretizado da equacao. Dessa forma, temos:
fj(E—l) Ea E+17 Gi—l; Gi7 Gi—‘rl; Hi—l) Hia Hi+1)7 ] = 17 2a 3a

ou seja,

(—Hi—1 + Hit1)

— 9F,
hi 2Ax *
(Fion —2F+ Fiyh)  (=Fioi+ Fiqa) 9 9
= — H. — F" ‘
f2 Az? 2Ax ‘ P TGie
(Gic1 — 2G5+ Giy1)  (=Gica + Giga)
— — H, — 2F;G,;.
f3 A.’L‘Z QALL' 7 ZGZ

2° Passo: Deducao do calculo da correcao

Para que o sistema de equagoes (3.10]) tenha solu¢ao devemos ter:
fi(Xy) =0, paraj=1,23ek=1i—1,ii+ 1.
Porém, por utilizarmos um método iterativo obtemos: f;(Xy) = r;, onde r; é o
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residuo. Entéo, supondo f;(X; + AXy) = 0 por (3.1) temos:

95
0X,

of;
Tj + a—)(]kAXk

of;
X, AX}

[i(Xg) + AX

A Xy

onde AX}y é a correcao.

(957,
0Xy, 7

3° Passo: Calculo de derivadas parciais das equacoes discre-

tizadas

Calculamos as derivadas parciais das equacoes discretizadas para obtencao da

matriz que é representada por 87] no calculo da correcao.

k

Para f;:
8f1 8f1 afl
—0- =92 — 0
oF, oF O
8f1 afl afl
9G, 2, G
afl _ 1 ) 8f1 . 0 afl _ 1
E)Hi_l N QAZL', 8Hz - 8Hi+1 2Ax
Para f5:
0 fs 1 H;  0fy _ 2 dfs 1 _ H;
OF,_,  Az2  2Axz’ O0F,  Ax? OF., Az 2Ax’
8f2 afz an
=U; = 2Gi; =
0Gi_1 O’ an G aGi—H O ¢
Ofs — 0 0fs _ _<_E71+F1i+1). Ofs —0
OH; 4 ’ OH; " 0Hip '
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Para f3:

dfs 0fs . dfs 1 H;
oF, o, = O 0F, A2 T aAs
ofs 1 n Hi 0fy 2 R ofs 1 H, o
0G;_, Az 2Ax’ 0G;,  Ax? " 0Giy1  Az?  2Ax
Jfs — 0 0f3 _ _(—Giﬂ +Giy1) Ofs —0
8Hi,1 7 3H1 2Ax 7 8Hi+1 .

4° Passo: Montagem da matriz com as derivadas parciais das
equacoes discretizadas
Dadas as derivadas parciais das equacoes f1, fo e f3, podemos montar a ma-

triz esparsa com as condicoes de contorno de cada fungao, neste caso, F,G e H.

Esquematicamente temos a matriz quadrada A de ordem M:

L -1 1

onde os simbolos o representam o niumero zero; e os simbolos e representam os
enderecos onde os elementos da matriz sao diferentes de zero, ou seja, representam
as equagoes encontradas a partir das derivadas parciais de f1, fo e fs.

O primeiro bloco de simbolos, compreendido pelas linhas: 4,5 e 6 e colunas: 1 a

9, tem as seguintes caracteristicas:

e Nas tres primeiras colunas alocam-se as derivadas parciais em relacao as

fungoes F,G e H no ponto ¢ — 1 da malha;

e Nas trés colunas seguintes alocam-se as derivadas parciais em relacao as

funcoes F, G e H no ponto ¢ da malha;
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e E ainda, nas trés ultimas colunas alocam-se as derivadas parciais em relagao

as funcoes F, G e H no ponto ¢ + 1 da malha.

Essa distribuicao repete-se nos blocos seguintes. Por exemplo:

of1 1
= = e e e = = — > N
o A(4,3) = A(7,6) A(Bn+1,3n) OH_, ~ 2As’ paran € Nyn > 1;
_ _ _ . Ofs o (=Fi1 + Fiyq)
o A(5,6) = A(8,9)=---=ABn+2,3n+3) = o " , para

neN,n>1,;

e F assim sucessivamente.

5° Passo: Resolucao do sistema matricial

A partir da matriz A dada no 4° Passo e a dedugao feita no 2° Passo resolvemos

o seguinte sistema matricial:
Axr = —r,
onde A equivale a %, raAXgerar;.
00X

Para o exemplo abordado e também para os sistemas que serao solucionados
posteriormente nesta dissertagao, encontramos uma matriz esparsa. Desta forma, o
sistema linear pode ser resolvido através de métodos numéricos iterativos, tais como
Gauss-Seidel e gradientes conjugados.

O método numérico programado em MATLAB para a resolugao deste sistema

foi 0 método default com o comando \, fazendo z = —A \ .

6° Passo: Aplicacao da correcao

Para cada iteragao realizada pelo cédigo numérico encontra-se uma solucao do
sistema, ou seja, um vetor x. Para acelerar a convergéncia do método é somada
uma porcentagem do vetor x as variaveis do sistema. Podemos expressar computa-

cionalmente da seguinte forma:

E = E—l _’_px)
G = Giatp-w,
H; = Hi1+p-z,

onde p representa um valor porcentual. A esse porcentual somado as variaveis da

solucao da iteracao anterior atribui-se o nome de correcao.
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7° Passo: Critério de convergéncia

Ao fim de cada iteracao é realizado um teste para descobrir se o método conver-
giu, ou seja, se foi alcancado o zero desejado do sistema de equacoes. Se o método
convergiu as iteragoes sao interrompidas e entao pode-se plotar as fungoes da solugao;
se nao, o programa continua a realizar as iteracoes até que o critério de convergéncia
seja satisfeito ou atinja o nimero maximo de iteragoes.

Neste trabalho, adotamos como critério de convergéncia a norma da diferenca
entre o residuo e a solucao desejada. Quando esta norma for inferior a um valor

especificado, dizemos que o método convergiu. Em termos matemaéticos:
16 —rjll < e
Nesta dissertacao adotamos € = 1078,

Do 1° passo ao 7° passo sao exemplificados os procedimentos a serem realizados

para a aplicagdo do método como mencionado na Segao (3.1)).

3.5 Algoritmo

Nesta se¢ao apresentamos o algoritmo para a implementacao numérica do método

de relaxagao.
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Algoritmo 1 Algoritmo do Método de Relaxagao

Sejam b, nptos, itemazx, p e €.
for j =1 to itemax do
for i = 2 to (nptos — 1) do
r(i) = f;
end for
for i =2 to (nptos — 1) do
A= 90

0X;
end for

X =A\(b—r)

for i =1 to nptos do
Fi=F+pxX;
Gi=G;,+px*xX;
H,=H; +pxX;

end for

if |b—r| < € then
Imprime os resultados
break

else
Continua

end if

end for
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Capitulo 4
Meétodo dos elementos finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma importante contribuigdo na
solucao de problemas da Engenharia. O inicio de sua histéria pode ser assinalado
através da proposta de Gauss em utilizar fungoes de aproximacao para solucionar
problemas matemaéticos, por volta do Século XVIII. A partir dai, diversas outras
ideias surgiram e aprimoraram-se até sua formulacao atual.

A principio, o método surgiu para resolver problemas estruturais da mecanica
dos solidos. Porém sua utilizacao na mecanica dos fluidos deu-se tardiamente devido
a presenca de nao-linearidade nas equacgoes de problemas que modelam a dinamica
dos fluidos.

Trata-se de um método de discretizacao. Assim neste método, dado um dominio
arbitrario este é particionado em sub-dominios chamados elementos. O conjunto
desses elementos é conhecido por malha computacional. Fungoes simples sao utili-
zadas para aproximar solugoes de um problema, as ditas funcoes de forma.

As principais caracteristicas deste método sao: o emprego da forma fraca ou
variacional do problema e a solucao aproximada das equagoes variacionais através

do uso de fungoes dos elementos finitos.

4.1 Formulacao Variacional

Enuncia-se o problema: Seja um dominio arbitrdrio 2 do continuo, deseja-se
solucionar um sistema de equagoes diferenciais sob condicoes de contorno dadas.

No presente trabalho o sistema referido anteriormente envolve as equagoes de
Navier-Stokes e transporte de massa para escoamentos incompressiveis em um

dominio €2 C R"™ sob certas condicoes de contorno. Estas sao dadas, respectiva-
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mente, por:

ov 1 1
E—l—v VV:——VP—FEV-[I/(VV—FVVT)]—FF—ng
V . V pr—

Oc 1

% +v- Ve ReScV - (DVe)

v=vr em I}
vi=0 e ¢"™=0 em Iy

c=c em I

onde I';, ¢ = 1,2,3 sao, respectivamente, os contornos para velocidade, pressao e
concentracao. E ainda, as equacoes acima encontram-se na forma adimensional.

Em primeira instancia, para realizar a forma variacional de um problema é ne-
cessario definir duas classes de funcoes. A primeira delas é a de funcoes de teste e
segunda a classe das funcoes peso.

Assim, o espago de Sobolev das funcoes de teste é dado por:
S={ueH'(Q) | u=u, em I'.}
e o espaco das funcoes peso é dado por:
Vi={weH(Q) | w=0 em I.},

onde u, é o valor da condicdo de contorno essencial, I'. um possivel contorno,

ou
8.I'i

HY(Q) = {uEﬁQ(Q) ] GEQ(Q),z‘:L...,n}

e L2(Q) é espago de Lebesgue, ou seja, o espago constituido de todas as funcoes

(/Q |u|2dsz) " oo} |

O processo realizado na formulagao variacional consiste na utilizagao das funcoes

nomeadas quadrado-integrdveis, dado por

L3(Q) = {u =0 —-R"

peso na ponderacao das equacgoes do sistema. Objetivando encontrar as solugoes
v(z,t) €V C HY(Q), p(z,t) € P C LAQ) e c(x,t) € C C H(Q), ou seja, o vetor de

velocidades, a pressao e a concentragao da espécie quimica envolvida no problema.
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Em termos matematicos, tem-se:

0

/{a:ﬂLv Vv + — Vp—R—V v (Vv—I—VVT)]}-W dQ) =0, (4.1)
/[V-V]qu:O (4.2)

Q

e
oc 1

/ {at +v-Ve— Rech . (DVC):| rdQ=0 (4.3)
Nas Eqgs. ., e (4.3), tem-se as fungdes peso: w, g e r referentes a

ponderagao do vetor de Velomdades, a pressao e a concentragao, respectivamente.
Note que na Eq. (4.1) o campo gravitacional foi desprezado sob a hip6tese de nao
influéncia ao escoamento do problema estudado.

Distribuindo as integrais, obtém-se:

/(8—V+V VV)-W dQ+/(1Vp>-W dQ)—
ot o \P

/Q{év [V(vV+va)]}.w 0o

/(V-V)qu:O (4.5)

(4.4)

/ (gi v Vc) r o - /Q {RSSCV - (DVC)} rdQ =0 (4.6)

Posteriormente sera desenvolvido o método Semi-Lagrangeano, por isso, o termo
convectivo das Eqs. (4.4) e (4.6]) sera tratado como derivada total. Entao:

A partir da substitui¢ao do termo convectivo para a derivada total, as Eqs. (4.4)) e
(4.6) sdo reescritas da seguinte forma:

Dt e

() [[ar-omrm-s o

A equagao de Navier-Stokes (4.7)) e a equagao da espécie quimica (4.8]) contém

Dv wdQ+/ ~Vp-wdQ — /Q{RLV-[I/(VV—FVVT)]}-WdQ:O (4.7)
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o termo difusivo que pode ser integrado por partes através do Teorema de Green

resultando em:

/Q{V- (v (Vv+ Vv wdQ = /Fn- [v (Vv + VT - w] dr—

(4.9)
/ [V (VV + VVT)] - Vw! dQ
Q
/ V- (DVe)]r d = / - (DVe)lrdr — / DV - Vi . (4.10)

O gradiente de pressdao da Eq. (4.4) também é integrado por partes, obtendo

assim:

/QVp-WdQ:/Fn-(pw)df—/p[v-w]dﬁ. (4.11)

Q
Devido as condigoes de contorno, as func¢oes peso devem ser nulas em todo o

contorno. Assim, as integrais no contorno I' das Egs. (4.9), (4.10) e (4.11]) sao nulas.

Portanto, o conjunto de equagoes referentes a forma fraca do problema é:

Dv 1 1
QE-WdQ—;/Qp[V'W]dQ—FE/Q[V(VV+VVT):| VWl dQ =0 (4.12)

/[V~V]qu:0 (4.13)
Q

Dec 1

—rdQ DVe) - Vrl dQ = 4.14
QDtrd +ReSc/Q( Ve)-Vrtd 0 (4.14)

A partir do conjunto de equagoes acima (Eqgs. (4.12)-(4.14)), cada integral pode

ser representada na forma bilinear. Entao, pode-se escrever as seguintes formas

Dv Dv
2 (5) = () v

[1/ (VV + VVT)} - Vw! dQ

bilineares:

k(v;v,w) =

glp,w) = [ p[V-w]dQ

S— S—

d(p,w) = /Q(V-W)de
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. (Dc Dc
m(ﬁ,w) = Erdﬂ

k(D;c,r) = /DVC-VerQ
Q
Com a representacao bilinear enuncia-se o problema na forma fraca: Achar

solugoes v(z,t) € V, p(x,t) € P e c(x,t) € C tais que para todo w € Vy, ¢ € Py e

¢ € Cy satisfacam:

Dv 1
w (Bpew) = o) + kv = 0 (4.15)
d(g,v) = 0 (4.16)
- ( Dc ~
m(D—t,w) +ReS k(D;c,r) = 0 (4.17)

4.2 Meétodo de Galerkin semidiscreto

O método de Galerkin semidiscreto consiste em uma discretizacao parcial. Em
linhas gerais, as equagoes sao discretizadas somente no dominio espacial mas nao no
dominio do tempo, permanecendo assim continuas.

As Egs. — estao escritas nas formas adimensional e variacional e po-
dem ser expandidas nas direges ortogonais z, y e z. Considerando v = (v, vy, v;)

e W = (w,, wy, w,) tem-se:

Du, 1 8wx 1 v, Ow,  0vy Ow,
q Dt Dt e L dit+ Re/ (ax ox + Jy Jy + (4.18)
(%x awx N 0V, Ow,, % 0w, n v, 0wy J0 — 0 '
0z 0z Jxr Ox ox Oy dxr 0z B
Du, 1 ow 1 v, Qw ov, Qw
dQ) — —2d0+ — ot SRt Sus |
q Dt Dt pJa Oy + Re (&E ox dy Oy (4.19)
vy Qw,  Ov, Qw, Gvy ow,  0v, Ow, '
0z 0z dy 8x+8y 8y+8y 0z 0
Duv, 1 ow, 1 ov, Ow,  Ov, Ow,
Q— - Q+ —
Qthzd / azd +Re (037 8x+8y dy
(4.20)

%811}2 n 0v, Ow, %&uz n ov, Ow, JO— 0
0z 0z 0z Ox dz Oy 0z 0z N
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As Eqgs. (4.18)-(4.20) foram desacopladas nas dire¢oes x, y e z, pois para quais-
quer w, € Vy, wy € Vp e w, € V, sao satisfeitas. Entao, a expansao da equacao da

continuidade é escrita como:

ov, Ovy, Owv,
— Q=0 4.21
/Q(aﬁay*az)q (21)
E por dltimo, a equacao da espécie quimica expandida fica
Dc 1 OcOr  OcOr  0OcOr
—rdS) — D|——4+—— dQ2 =0 4.22
Dtr ReSc/Q (8x Ox * Jy Jy oz 0z (‘32) (422)

Como dito anteriormente, o método de Galerkin semidiscreto significa uma dis-
cretizagao parcial em que as funcoes de aproximacao que solucionam o sistema de
equagoes sao uma combinagao linear entre fungoes de forma dependentes do tempo e
funcoes em que se deseja aproximacao dependente das coordenadas espaciais. Desta
forma, considera-se NV, NP e NC' como o nimero de nés de velocidade, pressao e
concentracao, respectivamente, da malha de elementos que discretiza o dominio 2.

Assim, obtém-se as seguintes fungoes de aproximacao semidiscretas:
NV
> i) Ni(x),

NV
Zu, Ni( vy(x,1) ~ t) ~ sz‘(t)N X
=1 =1
sz Pi(x) e c(x,t)~ Zci(t)C X
=1

onde os coeficientes u;, v;, w;, p; e ¢; denotam funges continuas no tempo (t) e as
fungoes N;(x), Pi(x) e Cj(x) sao funcoes de interpolagao na posigao x para a velo-
cidade, pressao e concentracao, respectivamente.

A equacao de conservacao de quantidade de movimento geralmente é avaliada
em todos os nods livres de velocidade, sendo assim, as funcoes peso w,, w, e w, sao
iguais as fungoes de interpolagao. Desta forma, as fungoes peso sao substituidas
pelas funcoes de forma N;(x), j=1,2,...,NV.

Utilizando-se das fungoes de aproximacoes e da informacao do paragrafo anterior,

as FEqgs. (4.18])-(4.20) sao reescritas da seguinte forma:

NV NV NV NP

”” Du, . aN .
{/EZZ NNdQ——/ a]P”dQ

=1 j5=1 =1 =1
NV NV
1 . ON; ON;
B o [ZZ@&U o

8N ON;

ON; ON; o ON; ON;
"oy Oy "0z 0z

(4.23)

aN ON;

Yor ar | Y ox dy

8N(9N N
Yor 82)1 dQ}_O

31



NV NV NV NP

i{/eZZDvZNNdQE——/ >3 2

=1 j5=1 7j=1 =1

1 =~ [ ON; ON; | ONiON; ON;ON, 194
(s o fR00L e
= " Ox 8x 3 dy "0z 0z

WONON; | ONiON; | ONGON\T o)
dy 0xr | oy oy oy 0= N

nel NV NV o NV NP
{/ ZZ ZNN dQe——/ ”Bzdﬂe
e= ¢ =1 J=1 7j=1 = 1
NV NV
1 ON; aN ON; ON; ON; ON; (4.25)
e/ﬂey [;;( ox wl@y oy +w282 82+

(9N6N+8N8N+ ON; ON; o G
0z Ox 0z 0Oy "0z 0Oz N

A Eq. da continuidade é fortemente relacionada a pressao, desta forma, a
funcao peso ¢ assumira a somatoria das mesmas fungoes utilizadas na aproximagao
da pressao. E ainda, como o niimero de nés de avaliagao para os graus de liberdade
para o elemento finito MINIT sao iguais nas equacoes da continuidade e de con-
servacao de transporte de massa tem-se: NP = NC. Logo, as Egs. e

sao reescritas como:

ne, NV NP ON; ON, .
[ lezl(u L gy T 82>deQ =0 (4.26)
Nel NC NC DCl ”el NC NC
S| X3 brocm| - oS [ 30
o= j=1 i=1 j=1 (4.27)

8080+8080+8030 e
"Or Oz dy Oy 0z 0z o

O conjunto de Eqs. (4.23))-(4.27) pode ser representado em um sistema de

equacoes diferenciais ordindarias representando cada elemento, como segue:
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1
mou’ + ﬁ{(zk:;m + Ky, + K )uC + kg0 + kL wy — Gep® = 0

- € 1 e e e e e e e e e, e
moo° + E{k‘wu + (kgp + 2Ky, + k2 )" + by w} — Gop® = 0

e e 1 e e e e e e € € °p°
m,w- + E{kzxu + kzyv + (kxcz: + kyy + 2kzz)w } o Gzp =0

mect —
onde
NV NV
Mg = [ 30D NNy
Q° =1 j=1
NV NV
migy = [ 3030 NNaer
Q¢ =1 j=1
NV NV
. . ON; ON; .,
e = [ V3 G e
Q i=1 j=1
NV NV
. . ON; ON; . .
o = [ v G
i=1 j=1
NV NV
. . ON; ON; .
i = [ S G
i=1 j=1
NV NV
. . ON; ON; . .
S = [ Y e
Q¢ =1 =1
NV NP
. ON; . .
dhg = [ 000 G P
Q¢ =1 j=1
NV NP
. ON; .
din = [ 200 G P
Q¢ i1 j=1
NP NV
. ON; .
o = [ 32 RGP
Q° =1 j=1 9y
NC NC

miyy{ij} - /Qe Z Z Gy

i=1 j=1

NC NC
0C; 0C;
Keytis =/ D* e Y%
R LD 9) pcctic

i=1 j=1

(4.28)

dgu® + dv + dyw® = 0
1 (ke _'_ ke _'_ ke ) — 0
RGSC cxx cyy czz -
NV NV
M = [ 303 NN
Q° =1 j=1
NV NV
. . ON; ON; . .
kg = [ 703 G
i=1 j=1
NV NV
. . ON; ON; . .
ey = [ Y G e
Q i=1 j=1
NV NV
. . ON; ON; . .
o = [ D0 5, e
i=1 j=1
NV NV
. . ON; ON;
= [ v S e
i=1 j=1
NV NV
. . ON; ON; . .
Sy = [ D G
Qo1 =1
NV NP
ON; .
s = [ D000 G P
o Q° =1 j=1 9y
NP NV
. ON; .
L= [ 3> RG2Re
Q¢ =1 j=1
NP NV
. ON; .
S DRI
Q° =1 j=1
NC NC

e _f pe 9C: 0G5 16ye
cxx{ij} _/QeD ZZ ox axde

i=1 j=1

NC NC
) $23596.00; 4o,
kczz{ij} - /e D 0z WdQ

i=1 j=1




e T

0 — Dui Dus  DuQyy r 0 — Dvi Dvs  Dugy,
Dt Dt Dt Dt Dt Dt
. Duw¢ Dw§ — DuSy]" . e e .
w [ Dtl Dt2”‘ DJZV] u® = [us uf. . uSy]t
v¢ = [v§ 5. . vyt we = [w§ ws ... wiy]"
pe =105 w5 pivel” ¢ =lcf ... el

Para simplificar a notagao ocultou-se os indices {ij} nas func¢oes do conjunto de

Eqs (4.28).

O sistema de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs)-Eqs. (4.28)) representa cada

elemento com suas matrizes e vetores. Em MEF utiliza-se um operador de montagem

dito Assembly para construir as matrizes e vetores do sistema de EDOs que formam

o sistema global. Este operador é dado por:

seguintes matrizes:

My = AcZimg

Kyx = Aegl gemc{ij}
Kyy = Aeil1k§y{ij}

Ky, = A231k;z{ij}
Gy = AZil1ggeg{z‘j}
Dy = Aggld;{i]’}
M, = A:il1m2{ij}
Kz = Agillkgzz{ij}

V.V == AZ;Z]_ we

w = Al

Nel

My = Acimyg

K Nel e

yy = Sle=1"yy{ij}
Ko = AZikr. iy
Ko = AcZikoaisy

Gy = A9y
Dy = AcZidy )
Kexx = Agillkgm{ij}
u = A e

u= A’ ue

c = Al

Assim, o sistema matricial global torna-se:

1
Ma+ —Ka - Gp
Da =

1
M.+ —K.c =
€t ReSec ¢

Re
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e=1"

Deste modo, constroem-se as

M, = AcZimy

K — Anel e
Zz7z

e=1"%zz{ij}
Kyx = Agglk;x{ij}
sz = ‘Agillkgy{ij}

G, = 'Azillgi{ij}
Gz — Nel Je

=102 {ij}
— Nel e
Keyy = ‘Ae:lkcyy{ij}
‘., - Azglve

v = Al v¢

(4.29)
(4.30)
(4.31)



onde

Mx 0 0 KX ny sz
M=| 0 My, 0 K=| Ky Ky K,
0 0 Mz sz sz KZ

Kx = 2K« + Kyy + Ky, Ky = Kux + 2Ky + Ky,

T T
a= [ u v w } a= [ u v w }
MC O chx O O
Mc=| 0 Me 0 | Ke=| 0 Kgy 0
0 0 Mc 0 0 Kczz

4.3 Método semi-Lagrangeano

O movimento no meio continuo possui duas descricoes, a Fuleriana e a Lagran-
geana. Na descricao Euleriana tem-se a observacao do movimento exteriormente a
partir de um ponto fixo. E na descricao Lagrangeana, o observador acompanha o
movimento realizado pela particula em questao.

O método discutido nesta secao tem sido empregado desde o final dos anos 50.
Porém, sua utilizacao em problemas com predominancia convectiva foi substanci-
almente superior por volta dos anos 80. As principais caracteristicas que levaram
este método a ser aplicado a problemas de adveccao-difusao sao o passo de tempo
grande e a estabilidade que sao possiveis de se obter.

Este trabalho versa sobre as equacoes de Navier-Stokes, para estas equagoes nao
h& uma grande bibliografia da aplicacao do método semi-lagrangeano. Entretanto,
trabalhos recentes tém mostrado sua eficiéncia, essencialmente em problemas com

alto numero de Reynolds.

4.3.1 O método semi-lagrangeano e as equacoes de Navier-
Stokes

No Cap. [2 citou-se sobre a importancia da utilizacao da notacao de derivada
material. Nesta subsegao faz-se a aplicagao do método semi-lagrangeano sobre a

derivada material. Entao, o termo convectivo através do método semi-lagrangeano
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torna-se:

Dv vt —yn
—_ =< 4.32
Dt At (4.32)
Desta maneira, as Eqs. (4.15), (4.16) e (4.17)) transformam-se em:
n+l _ n 1
m (%,W) —g(p"t,w) + Ek (v hw) = 0 (4.33)
d(g,v"™) = 0 (4.34)
At —en 1 -
| ——=1 k(D;c"r) = 0 4.35
m( At ’r>+ReSc (D3, r) (4.35)

para todo w € Vy, ¢ € Py e ¢ € Cp, onde V] = v*(xq,t"), ¢ = " (x4,t") € x4 é
dito ponto de safda, no tempo t"* < t < t"*! com a condigio inicial z(t"*1) = ;.

Portanto, o sistema matricial discreto é dado por:

n+l _ n 1
M (—VZ - Vd) + K =Gt = 0 (4.36)
e
Dvl = 0 (4.37)
ntl _ n 1
MC(CZ N Cd) + o K = 0 (4.38)

4.4 Malha dos elementos finitos e o elemento
MINIT

Na discretizagao do dominio sera utilizado o elemento finito MINI, pois dentre
os varios tipos de elementos finitos que compoem uma malha computacional, o ele-
mento finito MINI é o que melhor se aplica a discretizagao do dominio do problema
em questao, devido ao acoplamento de variaveis que as equagoes de Navier-Stokes
exigem, como de velocidade e pressao, satisfazendo também a condi¢cao minima cha-
mada condi¢cao de estabilidade de Babuska-Brezzi, condicao de estabilidade referente
ao modo de discretizagao do problema.

O elemento MINI trata-se de um elemento finito tetraédico ctibico da familia dos
elementos Taylor-Hood. Além dos nos referentes aos vértices de um tetraedro este
possui também um né no centrdide, totalizando 5 nds, onde os nds referentes aos
vértices sao utilizados para calcular a pressao e com o né do centréide combinado

com os dos vértices calcula-se a velocidade.
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Capitulo 5
Viscosidade Variavel

Neste capitulo apresentamos a solugao para o escoamento de um fluido newtoni-

ano, sob a hipétese de viscosidade variavel, por um eletrodo semi-esférico rotatério.

5.1 Modelagem matematica

Considere as equagoes de governo dadas no Capitulo [2) destacando-se as
equacoes, em coordenadas esféricas, da continuidade, quantidade do movimento e
transporte de espécie quimica (Egs.(2.9), (2.24), (2.25) e (2.39)). As equagoes da

camada limite dessas equacoes que modelam o escoamento do fluido abordado pelo

eletrodo semi-esférico rotatorio sao dadas por:

ov, 1 0vg cotd

-z = 1
or + To 00 * To v 0 (5 )
Ovg vy vy  coth , 0%vy ,0vg
SN L. S Y e 2
Ur ar 1o 00 To Yo v Or? v or (5:2)
8U¢ Vo 8U¢ cot # . 82U¢ ,8U¢
Uor Trde T r T Vo TV (5:3)

2 /
Oc vy Oc 1 <1@ i@)) (5.4)

54_7’030 Sc\var2  120r

onde v,, vy e v, sao as componentes do vetor velocidade nas diregoes r, 0 e ¢,
respectivamente; ¢ é a concentracao, rg € o raio da semi-esfera, v a viscosidade
cinematica e Sc¢ é o numero de Schmidt.

A Eq. trata-se da equacao da continuidade, as Eqs. e (5.3) tratam-
se das equacoes da quantidade de movimento e a Eq. trata-se da equacao da
concentragao.

As componentes da velocidade e a concentracao das Eqs.— podem ser
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expressas comao:

vy = ToUF(6,7), (5
vy, = 1oQ2G(0,n), (5
v, = (VQ)Y2H(6,7), (5.

¢ = oot (co—Co)C(0,m), (5

onde € é a velocidade angular, ¢y é a concentragao das espécies quimicas participan-

tes da difusao na superficie do eletrodo e ¢, é a concentracao das espécies quimicas

participantes da difusao no seio da solucao.

Counsidere as variaveis adimensionais:

n = (Q/yoo)l/2 (r —ro), (5.9)
v o= v e (5.10)
V= Vi, (5.11)

em que v* pode ser expressa por v* = exp m(C', sendo m uma constante adimensional

obtida através de dados experimentais.

Substituindo-se as equacgoes (5.5 a (5.7)) juntamente com equagoes (5.9)-(5.11))

na segunda equagao da quantidade do movimento, (ver Eq. ((5.3])), encontramos:

~ 0, - (roQF) 0 , cotf .~
DO'Y2H = (roQ — (roQ 20’FG =
(V0o€2) e (ro G)+ 09 (7"0 G)+ o U G
0? ov 0
8 (TOQG) + EE (TOQG)
o\ '"?aa oG
1/2 2 2 =
(Voo))2H (1 Q)(Voo) an + (rof2 F)ae—i-cotGroQ FG
_/aNaG o\ raN ~ G
00 (02) 5 () 7 (o) o5
oG oG
2 —_— —_— =
oS (H an +F86 +Cot6’FG)
0°G  0G
7“092 (V 8_772+V 8_7]> =
oG oF LG 0G
Ha—n‘f‘F%—f—COtQFG = VUV 8_7’]2+V 6_77

Logo, para facilitar a notagao excluem-se os asteriscos (*) das varidveis v e v/

da equacao anterior para exibicao da forma adimensional da segunda equacao do
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movimento (Eq.(5.3))), que toma a seguinte forma:

2
Ha—G+F8—F+00t0FG:Va—G+ ,0G

5+ F o 57 G (5.12)

Analogamente, pode-se realizar os procedimentos anteriores de adimensiona-

lizagdo nas equagoes (5.1)), (5.2) e (5.4) com as componentes da velocidade e a
concentragao (ver Eqgs.(5.5)-(5.8])) e as varidveis adimensionais (ver Egs.(5.9)-(5.11)))

para obtencao do seguinte conjunto de equacoes adimensionalizadas:

%—g+%—§+cot9F:0 (5.13)
Hg—]; + Faa—]; — cot G? — ,/2271; - u’g—i =0 (5.14)
H%—f—l—F%—g—i—cotGFG—ua;ch—V’@a—i:O (5.15)
cuy e G%—Z—%) 0, (5.16)

onde F', G, H, C, n, v e vV sdo variaveis adimensionais.

O sistema formado pelas Eqs.— adimensionalizadas é solucionado
através do método de séries de poténcias de 0, transformando o sistema de equagoes
diferenciais parciais em sistemas de equagoes diferenciais ordindrias, tantos quantos
forem os termos das expansoes das séries de 6 das componentes da velocidade e a
concentracao da espécie quimica (ver Egs. (5.5)-(5.8)).

Desta forma, as fungoes F', G, H e C e cot f expandidas em série de poténcias

de 6 tornam-se:

)
1 6 6 20 07 26° 1382011
6 3 45 945 4725 93555 638512875

F(0,n) = 0F(n)+ 6 Fs(n) +6°F5(n) + 0" Fr(n) + . .. (5.17)
G(0,m) = 0Gi(n)+ 3Gs(n) + 6°Gs(n) +607G(n) + . .. (5.18)
HO,n) = Hi(n)+0*Hs(n) + 0 Hs(n) + 60°H:(n) + ... (5.19)
C(0,n) = Ci(n)+62Cs(n) +0*Cs(n) +0°Cr(n) + . .. (5.20)

(5.21)

Substituindo as séries — limitadas até o décimo termo de cada e igua-
lando as mesmas poténcias de # obtemos dez sistemas de equagoes diferenciais aco-
pladas.

A obtencao destes dez sistemas é feita para facilitar na resolucao de um sistema
maior que pode ser obtido através da substituicao das séries de poténcias. Podemos
comparar a resolucao deste sistema maior como uma equa¢ao mateméatica em que

sabemos que os coeficientes das variaveis sao diferentes de zero, logo as raizes da
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equacao sao encontradas a partir das variaveis. Neste caso, as varidaveis sao os
sistemas.
Nas Secs. 5.2 a [5.11] sao exibidos estes dez sistemas.

5.2 Primeiro sistema (Para 0" e 0')

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de §° e 6! é dado por:

vF! +V'F — HF| - F} + G? =
VG,I/ + V/Gll — HlGll — 2F1G1 =

/

1
O - %cg ~ ScH,C! =

o o o o

As Subsecoes a mostram o desenvolvimento das equagoes do primeiro

sistema.

5.2.1 Equacao da continuidade

Seja a equagao:

OH OF
—+ — tOF = 0.
on + 20 + co
Temos que:
OH
R
In
oOF
-~ _F
a0 !
cot0F = Fj.
Logo:
H; +2F, = 0.

5.2.2 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente 0
Seja a equagao:

OF _OF PF  OF
e O Ye B A Ll
oy Tgg TG = v Ty,
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Temos que:

F
H(Z_ﬁ = 0H, F|
or
F— =0F}
a0 !
cot 0G? = G2
2
F
1/({;7 = vOF,
F
I/a— = V'0F]
on
Logo

vE! +VF - H\F] - F} +GF = 0

5.2.3 Equacao da quantidade de movimento na direcao da
componente ¢

Seja a equagcao:

oG oG 0°G oG
H=—" + F— FG=v— +V—.
n + 50 + cot OFG Va772 +v o
Temos que:
oG ,
Ha_n = 9H1G1
oG
F% - 9F1G1
cot OF G = gFlGl
0°G "
V8_172 == V9G1
G
14 a—n V/GG/l

VG’II+V/G/1—H1G/1—2F1G1 =0
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5.2.4 Equacao da concentragao

Seja a equagao:

10?°C V' oC oC oC
Temos que:
19*c 1, .,
v~ 4
vV oc v
2 an A0
SCH% = SchH, (]
oC
Logo:

1 1 I// !

5.3 Segundo sistema (Para 6? e 0°)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6% e 62 é dado por:

F

Hy+4F; = =

G2

vE} +V/Fy— HiFy— HyF| — AR Fy + 2GhGy = =
RG,

VGg + V/Gg - HlGé — HgG/l — 4F1G3 — 2F3G1 =
1
v

/
cl - %C{,, — Se(H\Cl + HaCl +2F1C3) = 0.

As Subsecoes a mostram o desenvolvimento das equacoes do segundo

sistema.

5.3.1 Equacao da continuidade

Seja a equagao:
OH OF
— 4+ = t0F = 0.
an + 20 + co
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Temos que:

oH

i QQH/

on 3

oOF

— = 30°F.

oo 0t

F
cot OF = 6? (Fg — ?1) )
Logo:
F
Hy+4F; = 31

5.3.2 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente 6

Seja a equagao:

oF oF 0?F oF
H— +F— —cotG* =v— + v/ —.
877+ 29 co Van2+yan
Temos que:
aF : / /
Ha_n = 0° (H\Fy + H3F)
F
Fg—e = 0° (3R Fs + F3F))

2
cot QGQ = ‘93 <—% + G1G3 + G3G1)

82
V_ﬁnQ = V0P FY
V/a_F — /03F1
an 3
Logo
2
VE! £ U FL — HyFL — HyF! — AR Fy + 2G4 Gs = %

5.3.3 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente ¢
Seja a equagao:

oG oG ale oG
H—+F— FG=v——4+1V—.
an+ 89+C0t6 G yan2+yan
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Temos que:

Ha—77 = 0° (H,G% + H3GY)
Fg—j = 0° (3FG3 + F3G,)

G
cot OFG = 6° (F1G3 + F5Gh — 13 1)

2
V% = v0*GYy
oG
V/a_n == l/lggGg.
Logo:
kG
VGg + V/Gé — Hng — HgGll — 4F1G3 — 2F3G1 = — 13 1‘

5.3.4 Equacao da concentracao

Seja a equagcao:

2 /
%% —%% —SCH% —SCF(Z—EY = 0.
Temos que:
182_0 = 1930”
von: v @ °
SCH% = Sct*(H,C4 + HsCY)
SCF% = 2ScH® F Cs.
Logo:

/

1
05— %C{; — Sc(H,Cy + HsC) + 2F,C3) = 0.
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5.4 Terceiro sistema (Para 6! e 0°)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6* e 6> é dado por:

R F
H§+6F5:4—;+?5

G2
vF{ + V' F — HiF} — HsF| — 6P\ Fs + 2G1 G5 = H3Fy + 3F; — G5 + —+

4
2G1Gs ’
3
VGl + VGl — H\Gl — HsGY) — 6F,Gs — 2F5Gy = HsGYy + 4F3G5 — d 13G3 -
F3G1 FlGl
3 45

I//

1
—C5 = —5C5 = Se(HiCy + H5C) + 4FiCs) = Se(H3Cy + 2F5Cs).

As Subsecoes a mostram o desenvolvimento das equacoes do terceiro
sistema.

5.4.1 Equacao da continuidade

Seja a equagao:

OH OF
—+ — tO0F = 0.
on a0 T
Temos que:
8_H = 0rH!
on >
oF
— =50"F;
0 °
F,  F
cot OF = 0* (—4—& — ?3 +F5) .
Logo:
o F;
Hi s, = —+ —.
5 + 6 5 45 + 3

5.4.2 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente 0

Seja a equagao:

OF  OF OF  OF
HE 1 P2 cot0G? = v /2
on T ag TN =V T,
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Temos que:

oF

Ha— = 0° (H,F} + H3F§ + H5F))
n
OF 5 5
Fog =9 (5F\F5 + 3F5 + F\F5)
GGy GGy G?
t92:05 2 Ik Ak k- Dl T
cot 0G <G1G5 + G3 + G5G1 3 3 15
OPF
Va_nQ = V95F5”
oF
V/a_n — /95Fé
Logo

vF{ + V' F} — H\F§ — HsF| — 6\ F5 + 2G1G5 = HsFy + 3F5 — G +
Gt | 2G\Gs
45 3

5.4.3 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente ¢

Seja a equagcao:

oG oG 0°G oG
H—+F— tOFG = v—- .
gy Tgg TeotbrG=vE s vy,
Temos que:
oG
Ha—77 = 0° (H\G}, + H3GY + H5GY)
oG 5
F% = 0° (bF\G5 + 3F5Gs + F5Gh)
F F: F
cot QFG — 95 F1G5 4 F3G3 + F5G1 N 1G3 i SGI . lGl
3 3 45
2
V?)TC: = v0°GY
/aG / /
v o =V'0°GL.
Logo:
F
VGg + ’/Gé - HIG/5 - H5G,1 - 6F1G5 — 2F5G1 - HgGg + 4F3G3 — 1G3 —
FG, B G,
3 45 -
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5.4.4 Equacao da concentragao

Seja a equagao:

10?°C V' oC oC oC
Temos que:
19°Cc 1. .,
var =0
voc v oo,
B LA
oC 5 ! ! 4
SCHé?_n = Sc0’(H,Cs + H3Cy + Hs5CY)
Sch—g = Scb° (4F,C5 + 2F3C3).
Logo:

1 17 V, / / / !
~Cf = —5C5 = Se(H\Cy + HsCl + ARC5) = Se(H3Cy + 2F5C5).

5.5 Quarto sistema (Para 6° e 07)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de §° e 67 é dado por:

F F, 2F
H,+8F, =2 423 =1
U A T VT
vF{ + V' F, — H\F, — 8F\Fy + 2G\G7 — HrF{ = HyF} + H5F} + 8F3F5—
2 G2 201Gy 267
) Gs | 2GiGs | 2GY
GGt —S— 3 5 o
vGY + VGl — HiGY — HiGy — 8F Gy — 2F,Gy = H3GY + HsGly + 6F3G5+
AF-C F3G3 F1G5 F5G1 F1G3 F3G1 2F1G1
5Gs = —3 3 3 15 15 945
1 /
—Ct — L0 — Se(H G+ H:C + 6F,Cr) = Se(HyCl + HyCly+ 4F3Cot
1% 1%

2F503).

As Subsecoes a mostram o desenvolvimento das equagoes do quarto

sistema.
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5.5.1 Equacao da continuidade

Seja a equagao:

OH OF
4 = 4 cotfF = 0.
8n+80+60
Temos que:
8_H:96H/
on 7
OF
—— = 70°F
o0 !
F, Fy, 2F
tOF =0° ( By — — — == — —r
«© (7 3 45 945)
Logo:
Fs F 2F
H,4+8F,=—4+-2 421
e e S T VT

5.5.2 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente 6

Seja a equagao:

oF OF O*F OF
H 4 FZ ot G2 = v + 1/
on "1 ae T Vor TV an
Temos que:
oF Y / / / /
oF
F% - (9 (7F1F7 + 5F3F5 + 3F5F3 + F7F1)
2G1Gs  G3  2G1G;  2G%
2 _ g7 (9 oo — 2G1Gs Gy 2GiGs  2G
cot 6G 0 < G1G7+ GgG5 3 3 15 945
O*F
Va_7]2 = V97F7//
OF
l/la—77 = I//97F7,.
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Logo:

vF{ + V' F] — H\F] — 8F\F; + 261Gy — H:F{ = HyF} + H;F; + 8Fy F

26:Gs | G3 | 261G3  2G}
3 3 45 o5

—2G3Gs +

5.5.3 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente ¢

Seja a equagao:

oG oG ale oG
H—+F— t0FG = v—- I—.
on " ag T Yo TV an
Temos que:
oG 7 1 / 14 i
oG -
F% = 0 <7F1G7 + 5F3G5 + 3F5G3 + F7G1)

G G G JaxYe
cotQFG:97(F1G7+F3G5+F5G3+F7G1_ 135_ 333_ 531_ 41153_

F3G1 _ 2F1G1)

45 945
0*G y
Va—n2 = 1/97G7
/aG / !
14 8_7’] =V 97G7.
Logo:

VG’7’ + y/G/7 — H1G/7 — H7G'1 — 81 Gy; —2F;G = HBGg + H5Gé + 6F3G5 +

4FG . F3G3 . F1G5 o F5G1 . F1G3 B F3G1 o 2F1G1
o 3 3 3 45 45 945

5.5.4 Equacao da concentracao
Seja a equagcao:

10*°C v oC oC oC
A ) 5 Y 0 iy |}
von? v?on S¢ an S¢ 00 0
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Temos que:

10°C 1.,
var = o0
Voo v o,
oy A G
aO 7 / / / !
SCHa— = Sch (H107 + H305 + H5C3 + H7Cl>
n
aC :
SCF% = Scl (6F107 + 4F305 + 2F503)
Logo:
1 !
~Cf - %c; — Se(H,\ClL + HyC! + 6F,Cy) = Sc(HyCl + HsCl + 4FyCs +

5.6 Quinto sistema (Para 6° e 67)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6% e #° é dado por:

P 2F, F F
H +10F, = il R
ot = s Tos T T3
I/Fé/ + I//Fé — HlFé — HgFll — 1OF1F9 + 2G1G9 = HgFr; + H5F5/ + H7Fé + 10F3F7—|—
261G, 2G3Gs  2G1Gs G2 4G,Gs  G?
5F2 — 2G3Gr — G2 -3 !
5 s =G5+ 5 " T o T ams
VG + VGl — H\G) — HyGl) — 10F,Gy — 2FyGy = H3Gl + Hs Gl + Hr G+
F1G7 _ F3G5 F5G3 F7G1 F1G5 FgGg_

F F AFGy —
8F3Glr + 615G + 4F7 Gy 3 3 3 3 45 45
F5G1 2F1G3 2F3G1 FlGl

45 945 945 4725

/

1
~Cy - %Cg) — Se(H,Cl) + HyC! + 8F,Cy) = Sc(HyCh + HsCl + HoCly + 6F3C5+

4F5C5 + 2F7Cg)

As Subsecoes a mostram o desenvolvimento das equacoes do quinto

sistema.

5.6.1 Equacao da continuidade

Seja a equagcao:
OH OF
—+ — tOF = 0.
on + a0 + co
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Temos que:

8_H — 03 H'

on 9

oF

— = 90°F,

oo~ Ot
o Fs 2F F

cot OF = 6° Fg——7——5——3— L),

3 45 945 4725

Logo:

F, 2F, F F

H! +10F, = il I
ot = e T o T T 3

5.6.2 Equacao da quantidade de movimento na direcao da
componente 60
Seja a equacao:
OF OF PF  OF

H—+ F— —cot0G* = v— .
377+ 50 cot G V8772+ an

Temos que:

OF
0° (H\Fy + H3F, + H5F, + H;F; + HoF))

H— =
an
oF )
Fggze(uwug+1maﬂ+5g)
2G1Gr  2G5G5  2G1G5 G2
mw@=¢<m@w4%@+ﬁ— ;7— ;5— %5—ﬁ—
1G:G; &3
945 4725
0’F "
1/8_7]2 = V99F9
IaF / /
v an =1V'0°F,.
Logo:

VF) + V' F) — H\F} — HyF| — 10F\ Fy + 2G1Go = HyF + HyF. + H-F} +
2G1G 2G3G 2G1G G2 4G,G
1G7 395 1775 73 13

10F3F, + 5F2 — 2G5Gr — G?
37+ ol 3Gr = Gs+ 3 3 45 45 945

G
4725°
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5.6.3 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente ¢

Seja a equacao:

0G 0G 0*G 0G
H—+F— t0FG = v—-r .
8n+ 8«9+CO G V3772+V877
Temos que:
aG 9 ! ! ! / /
Hﬁ_n - 9 (Hng + H3G7 + H5G5 + H7G3 + HgGl)
0G
F% = 0° (9F1Gy + TF3G7 + 5F5Gs + 35G35 + FyGh)
G G G
cot FG = ¢° (Flag + F3Gy + F5Gs + FyGs + FoGy — 13 T 33 > 53 2
F7G1 . F1G5 . FgGg . F5G1 . 2F1G3 . 2F3G1 . FlGl
3 45 45 45 945 945 4725
0*G 9
Va—772 = 69G9
laG / /
14 8_7] = 99G9
Logo:

vGy +V'Gy — HiGy — HyGy — 101,Gy — 215Gy = HyGy + H3Gy5 + Hi Gy +
Gy B 3Gy F5G3 Gy Gy

F F; 4FG3 —
8 3G7 +6 5G5 + 7G3 3 3 3 3 45
F3G3 F5G1 2F1G3 2F3G1 _ F1G1

45 45 945 945 4725°

5.6.4 Equacao da concentragao
Seja a equagao:

1PC oo oo e
von: v?on on o0
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Temos que:

10°C 1

-2 _09 "

von v Cy

Voo v oy,

Aoy =l O

aC 9 / / / / /

scHa_n = Scf”(H1Cy + H3Cr + H5C5 + H7Cq + HyCy)
SCH% = Sct?(8F,Cy + 6F3Cq + 4F5Cs + 2F7C3).
Logo:

1 /
~Cy - %q; — Se(H,Cl + HoC' + 8F,Cy) = Sc(HsCl + HsCl + HyCl
+6F5C7 + AF5C5 + 2F7C3).

5.7 Sexto sistema (Para 6V e 1)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6'° e 91! ¢ dado por:

25 . F; +2F5+F7+F9
93555 4725 945 45 3
VFllll + V/Flll — HlFlll — HHF{ — 12F1F11 + 2G1G11 == HgFé + H5F7, + H7F5/—|—
2G1Gy  2G3G; G2
HoF} + 12F3Fy + 12F5 Fy — 2G5Gy — 2G5Gr + ; > + ; Ty ?5
2G,G; | 2G3Gs  4GiGs  2G3 264Gy 2G3
197 + 385 + 1Y75 + 3 + 13 + 1
45 45 945 945 4725 93555
VGllll + V/G/H - HlGlll - HllGll - 12F1G11 - 2F11G1 = HgGé + H5G{7 + H7Gg—|—
Fng F3G7 B F5G5_

_|_

HyG'y + 4FyG3 + 6F;G5 4+ 8F5;G7 + 10F3Gy — T3 3
F7G3 . F9G1 . F1G7 . F3G5 . F5G3 . F7G1 . 2F1G5 . 2F3G3_
3 3 45 45 45 45 945 945

2F5G1 F1G3 F3G1 2F1G1

945 4725 4725 93555
1 v
;Cill — ﬁoh — SC(Hloh + HHC’{ + 10F1011) = SC<H3C{) + H5C; + H7Cé+

HoCl + 8F3Cy + 6F5Cy + 4FCs + 2F,Cs).

As Subsecoes a mostram o desenvolvimento das equagoes do sexto

sistema.
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5.7.1 Equacao da continuidade

Seja a equagao:

OH OF

— 4+ —+ F=0.
on 00 cotd 0
Temos que:
H
%n 00
F
880 1Ok

Fy, F 28 F,  2F
tOF =00 (F — 2L 22> 3 _ 1),
«© ( M3 T 45 945 4725 93555

Logo:

2F F 2F5 Iy Iy

03555 4725 T o5 45 T 3

Hil + 12F11 -

5.7.2 Equacgao da quantidade de movimento na direcao da

componente 0

Seja a equacao:

oF oF 0*F oF
Ho— + F—— — cot0G? = v—— + 1/ —.
(977+ 20 co V3772+V377
Temos que:
8F 11 / / / / / !
Ha—77 =0 (H\F|, + HsFg+ HsF, + H,F, + HoF5 + Hy  FY})
OF 1
F% =0 (12F\F11 + 12F3Fy + 12F5F%)
2G.G 2G5G G2 2G\G
cot QGQ = 911 2G1G11 + 2G3G9 + 2G5G7 — 179 - 87 — =5 _ ;7—
3 3 3 45
2G5Gs  4GiGs  2G3  2G1G3 263
45 945 945 4725 93555
2
F
V?W VMY,
OF
Vla_n — /011]_771/1
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Logo:

v, + V' F = HiFYy = Ho By = 12F P+ 2G0 G = HyFg + Hs Fy + HoFy +
2G Gy 2G3G, G2
HoF, + 12F3Fy + 12F5 Fy — 2G5Gy — 2G5Gy + —222 4 22871 4 75

3 3 3
2G,G 2G3Gy  4G1G 2G2  2G,G 2G?
e Rt e e B A i
45 45 945 945 4725 93555

5.7.3 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente ¢

Seja a equagao:

Hg_i +F?9_§ + cot 0FG = V%QT? +V’g—§'
Temos que:
H = 0" (G, + Gl o+ HiGy + HiGl 4 HiGy + HuG)
F% = 0" (11F,G11 + 9F3Gy + TFsGr + 5F1Gs + 3FyGs + Fi1Gy)
cot OFG = 61 (F1G11 + F3Gy + F5Gr + FyGs + FyGs + F1, Gy — Ff -

F3G - FsGs  FrGz  FoGy  FiGy B F3Gs F5G3_

3 3 3 3 45 45 45
F7G1 2F1G5 2F3G3 2F5G1 F1G3 F3G1 2F1G1)

45 945 945 945 4725 4725 93555
922G

Va_T]Q = VellGllll
0G
Vla_n = VlgllGlll.
Logo:

I/G/1/1 + V/Glll - HlGlll — HllGll - 12F1G11 - 2F11G1 - HgGé —|— H5G/7 +
H:GL + HoGYy + 4FyGs + +6F;G5 4+ 8F5G7 + 10F3Gg — —— — —— —
F5G5 F7G3 F9G1 F1G7 . F3G5 F5G3 F7G1 2F1G5

3 3 3 45 45 45 45 945
ORGs  2F G, FGs G, 2F.Gy

945 945 4725 4725 93555
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5.7.4 Equacao da concentragao

Seja a equagao:

10?°C V' oC oC oC
—— — —— —ScH— — ScF— = 0.
von: v?on o¢ on o¢ 00 0
Temos que:
1 820 1 11~
vop — 0 en
vVoc v o,
oy a0 O
oC 11 ! / / ! l /
ScHa—n = SCQ <H1011+H309+H5C7+H7C5+H903+H1101)
oC
SCF% == 50911(10F1011 —+ 8F30g -+ 6F5C7 -+ 4F7C5 + 2F903)
Logo:

1 v
;Cill — ﬁch — SC(chil + HllC'{ + 10F1011) = SC(H?,C{) + H5Cr; + H7Cé
+HoC% + 8F3Cy + 6 F5C7 + 4F7C5 + 2F4Cs).
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5.8 Sétimo sistema (Para 0% e 01%)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6'2 e #12 ¢ dado por:

13821 . 2F; . E5 +2F7_'_F9_|_F11
638512875 93555 4725 945 45 3

VF{% + V/Fllg — H1F1/3 — H13F1, — ]_4F1F13 + 2G1G13 = HgFlll + H5Fé + H7F7,+
HoF, + Hy Fy + 14F3Fyy + 14F5Fy + TF2 — 2G3Gyy — 2G5Gy — G2+
2G1G 2G5G 2G5G 2G1G 2G5G G2 4G,G 4G3G

111+39+57+19 37_'_5 147 3Y5

3 3 3 45 45 45 045 045
20\G5 | G3 | AG\Gy | 1382G3

4725 4725 93555 * 638512875
VG,1/3 + VIG/13 — HlG/13 - H13G/1 — 14F1G13 — 2F13G1 = HgGlll + H5Gg) + H7G{7+

Hy+ 14F5 =

FG
HoGl + Hy Gl + 12F3Ghy + 10F5Gy + 8Fy Gy + 6FyGs 4+ 4F), Gy — ——1 —

3
F3G9 o F5G7 - F7G5 - F9G3 o FllGl o FIGQ o F3G7 - F5G5 . F7G3_
3 3 3 3 3 45 45 45 45
FgGl . 2F1G7 . 2F3G5 _ 2F5G3 2F7G1 F1G5 F3G3 F5G1
45 945 945 945 945 4725 4725 4725

2l Gy 2F3G, 1382F1Gy

93555 93555 638512875

1 /
;01/3 - %013 — SC(ch’ig + ngC{ —+ 12F1013) = SC(HgC{l + H5Cé + H7C'/7+

HoCL + Hy 1 Ch + 1030y + 8F5Cy + 6F7Cy + 4FyCs + 2F1,C3).

As Subsecoes a mostram o desenvolvimento das equacoes do sétimo

sistema.

5.8.1 Equacao da continuidade

Seja a equagcao:

OH OF
— 4+ = F=0.
on + 2 + cot 6 0
Temos que:
H
—8677 =0 H,
OF
5g = 1307 F

cot0F = g2 (p. o By 20 B 28 1382F
BT 73T 45 045 4725 93555 638512875 )
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Logo:

1382F1 2F3 F5 2F7 Fg FH

H' . +14F; = .
18 T A8 = 10875 T 93555 | 4725 045 | 45 3

5.8.2 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente 6

Seja a equacao:

oF or O*F oF
H— +F— —cot0G* = v—— —,
377+ 20 co V3772+V377
Temos que:
aF 13 / / / / ! !
Ha—?7 =07 (H\F|5+ HsF{, + Hs Fg + H Fy + HoFy + Hy Fy + HysFy)
OF 13 2
F% =0 (14F1F13 + 14F3Fy + 14F5Fy + 7F7)
2G1G 2G5G 2G5G
cot G2 = '3 (2(;1(;13 +2G3Gy1 + 2G5Gy + G2 — 13 L ; - ; T
2G1Gy B 2G5Gr B G_g _ 4G1Gr _ 4G3G5 B 2G1 G5 _ G3 B 4G1G3_
45 45 45 945 945 4725 4725 93555
1382G?
638512875
O’F
1/8—772 = V913F1”3
OF
l/,a—77 = I//013F1/3.
Logo:

VFllg —+ I//Fll3 - H1F1/3 - H13F1/ - 14F1F13 + 2G1G13 = H3F1/1 —+ H5Fé -+ H7Fé +
2G1G11
3

HoF! + H F} + 14F3Fyy + 14FsFy + TF2 — 2G3Gh1 — 2G5Go — G2 +

2G3Gy  2G5Gr;  2G1Gy  2G3G; G 4G\G;  4G3G5  2G\G
sbg | 2Gsbrr | 20nGrg | 20nGr | G5 AbnGr | AbsGs 1G5

3 3 45 45 45 " 945 945 4725
G3 |, 4G\Gy | 1382G}

4725 93555 * 638512875

+
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5.8.3 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente ¢

Seja a equacao:

oG oG 0*G oG
H—+F— t0FG = v——0- + 1V —.
8n+ 8«9+CO G yan2—|—yan
Temos que:
aG 13 / !/ !/ ! / ! /
Hﬁ_n - 9 (H1G13 + H3G11 + H5G9 + H7G7 + H9G5 + H11G3 + H13G1)

oG
F% = 0" (13F,G 13 + 113G, + 9F5Gy + TFGr + 5FyGs + 3F11G3 + Fi3Gy)

G
cot OFG = 6" (F1G13 + F3G1y + F5Go + FrG7 + FoGs + Fi1Gs + FisGy — 13 S
F5Gy B G- B FGs  FyGs Gy Gy F3G- B F5G5_

3 3 3 3 3 45 45 45
F7G3 F9G1 2F1G7 . 2F3G5 2F5G3 2F7G1 F1G5 FgGg

45 45 945 945 945 945 4725 4725
FG1  2RGs  2FGy 1382F1G1)

A725 93555 93555 638512875

0?°G y
l/a_772 = V613G13
y'% =V0"G,.
Logo:

vGis + V' Gy — HiGh3 — HisGy — 14F,Grs — 2F13Gy = H3GYy + HsGy + H7GY,

FG
+HoGy + H1Gy + 12F3G1y + 10F5Gg + 8F;G7 + 6FyGs + 4F1G3 — 13 L

FSGQ F5G7 B F7G5 F9G3 F11G1 F1G9 F3G7 i FBGB F7G3

3 3 3 3 3 45 45 45 45
F9G1 2F1G7 _ 2F3G5 2F5G3 2F7G1 F1G5 F3G3 . F5G1

45 945 945 945 945 AT25 4725 4725
2l Gs  2F3G, 1382F1G,

93555 93555 638512875

5.8.4 Equacao da concentracao

Seja a equagao:

1EC vac oo e
von:  v?on on 00
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Temos que:

19°C 1

-2 _913 "
von v e
vVoc v,
Aoy Al O
(90 13 / / / ! / ! /
SCHa—T] = SCQ (H1613 + H3Cll + H5C9 + H7C7 + HQC5 + HllcS + H1301)
oC
SCF% = 56913<12F1013 + 10F3011 + 8F509 + 6F7O7 + 4F905 + 2F1103)-
Logo:

1 /
;Cilz)) — %013 — SC(chiB + ngCi -+ 12F1013) = SC(HgC{l + H5Cé + H7C§
+HyCy + H11C5 + 10F3C 4 8F5Cy + 6 F7C7 + 4FyCs + 2F11C3).
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5.9 Oitavo sistema (Para 6! e 6'°)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 64 e #1° ¢ dado por:

4Fy n 1382F3 . 2F5 . Iy n 2Fy L Fyy L Fis
18243225 638512875 93555 4725 945 45 3
VFIH5 + V/Fll5 — H1F1/5 — H15F1, - 16F1F15 + 2G1G15 = H3F1/3 + H5F1/1 + H7Fé+
HoF, + Hy Fl + Hi3F} + 16F3Fyg + 16 F5 Fyy + 16F; Fy — 2G3Gh3 — 2G5G 11—
2G,G 2G3G 2G5Gy  GZ  2G4G 2G3Gy  2G5G
2G7G9—|— 113+311+59+_7+ 1Y11 39+57+

3 3 3 3 45 45 45
4G, Gy n 4G 3G n 2G? . 2G,Gy i 2G3G5 N 4G, G5 2G?
945 945 945 4725 4725 93555 93555

2764G, G N 4G?
638512875 = 18243225
VG + VG — H\Gls — HysG — 16F,Gys — 2F15Gy = HyGly + Hs Gl + HiGlh+
HyG% + Hy Gy + Hi3Gy + 14F3G 3 + 12F5Gyy + 10F;Gg + 8FoGr + 6F11 G5+
F1G13 _ F3G11 _ F5G9 F7G7 o FQGE) FHGB - FISGl .

AP 3Gy — _ —

18 3 3 3 3 3 3 3

F1G11 B FgGg o F5G7 . F7G5 . F9G3 o F11G1 o 2F1G9 B 2F3G7_
45 45 45 45 45 45 945 945

2F5G5 2F7G3 2F9G1 F1G7 _ F3G5 F5G3 _ F7G1 2F1G5

945 945 945 4725 4725 4725 4725 93555
2F3Gs 2F;Gh, 1382F1Gs 1382F3G, 4F Gy

93555 93555 638512875 638512875 18243225
1 /
;Oi% — %015 — SC(H1015 + H1501 + 14F1015) = SC(.HgOLo, + H5C{1 + H7C§;+

HyC, + Hy1CL 4+ Hi3C5 + 12F3C13 4+ 10F5C1 + 8F7Cy + 6FyCr + 4F11Cs+
2F1303).

As Subsecoes a mostram o desenvolvimento das equacoes do oitavo
sistema.

5.9.1 Equacao da continuidade

Seja a equagao:

OH OF
a—nﬁ—%—FCOtQF—O.
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Temos que:

OH
8_77 = 914H{5
oF
— = 1501 F
80 15
F F 2F F 2F 1382F:. AF
cotOF =0 [y — =22 1L 229 7 5 3 |
3 45 945 4725 93555 638512875 18243225
Logo:
4F 1382F: 2F F 2F F )2
H{5 + 16F15 = ! 3 5 7 9 11 I3

18243225 * 638512875 * 93555 * 4725 * 945 * 45 * 3

5.9.2 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente 6

Seja a equagao:

OF OF OF OF
HE 1+ P2 eot0G? = v /2
on T ag TN =V T,

Temos que:

OF
Ha—77 = 0" (H\F|5 + H3F|; + HsF|, + H; Fy + HoF} + H F, + Hi3F§ + Hi5F))

OF
F% = 0% (16F Fi5 + 16 F3Fi3 + 16F5 Fyy + 16Fy Fy)

2 2
cot 0G? = 9% (2G1G15 + 2G5G13 + 2G5G1 + 2G7Gy — G13G13 — GS?)GH _

2GsGy G2 2GiGu 203Gy  2GsG;  4GiGy  4GsGr 263

3 3 15 45 15 945 945 945
2G,Gy  2G3Gs  AG\Gs 2G5 2T64GGs 4G? )

4725 4725 93555 93555 638512875 18243225
0PF

V—an2 = 7/015F1"5
F
V/aa_n = VOV F|;.
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Logo:

vFs + V' Fly — HiF|; — HisF] — 16F 1 Fi5 + 2G1G15 = H3F|; + HsFy, + H7 Fy +

HoF, + Hi1 Fy + Hi3Fy + 16 F3Fi3 + 16F5 Fyy + 16F; Fy — 2G3G13 — 2G5Gqp —
2G,G 2GsG 2G;Gy G 2G,G 2GsGy  2G5G

2G7G9+113+311+59+—7+111 39+57+

3 3 3 3 45 45 15
1G\Gy | 4GyGr | 263 | 261Gy | 264G 4C\Gs | 263
945 045 | 945 ' 4725 ' 4725 ' 93555 ' 93555

2164G,Cy | 4G}
638512875 | 18243225

5.9.3 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente ¢

Seja a equagao:

oG 0G G
HE L P2 cotgrG = 25
oy T s TG =5

Temos que:
oG

Ha—77 = 0% (H\G'5 + H3Ghy + HsG, + H: Gy + HoGY + Hy  GE + Hi3Got-

Hy5FY)

oG
F% = 0% (156F\G 15 + 13F3G 13 + 11F5Gyy + 9 Gy + TFyGr + 5F1Gs+

3F13G3 + F15G1)

cot OF G = 915 (F1G15 + F3G13 + F5G11 + F7Gg + F9G7 + FHG5 + F13G3+
F1G13 F3G11 F5G9 F7G7 FQGS F11G3 F13G1
F15Gl - -

3 3 3 3 3 3 3
FlGll F3G9 F5G7 F7G5 F9G3 F11G1 2F1G9 2F3G7
45 45 45 45 45 45 945 945

2F5G5 2F7G3 . 2F9G1 F1G7 _ F3G5 F5G3 F7G1 2F1G5

945 945 945 AT25 4725 4725 4725 93555
2F3Gs 2F5Gy 1382F1Gs 1382F3G, 4F1G1)

93555 93555 638512875 638512875 18243225

0*G

Va—,r]2 == I/915G/1,5
V/% =V0"G;.
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Logo:

VG/1/5 + I/IG,15 — HlG/15 - H15G/1 — 16F1G15 — 2F15G1 = HgG/13 + H5G/11 +

H:Gy+ HoG’, + Hi1G5 + Hi3G5 + 14F3G13 + 12F5Ghy + 10F:Go + 8FyGr +

G G Gy F:Gr; FyGs FiGs  FisG
6Fy Gy + AFsGy — 1218 _ 230 L5t Brbrr PG 1G3 1301

3 3 3 3 3 3 3
FlGll FgGg _ F5G7 . F7G5 _ F9G3 _ F11G1 _ 2F1G9 _ 2F3G7 . 2F5G5 .
45 45 45 45 45 45 945 945 945

2F7G3 2F9G1 F1G7 _ F3G5 F5G3 F7G1 2F1G5 2F3G3 2F5G1

945 945 AT25 4725 4725 4725 93555 93555 93555
1382F1Gs  1382F5G, 4F Gy

638512875 638512875 18243225

5.9.4 Equacao da concentracao

Seja a equagcao:

2 /
%% —%% —SCH% —SCF% =0.
Temos que:
SCH% = Se0"*(H\C'5 + HaCly + HsCly + Hr Gy + HyCf + HnCg + HiaCyt
Hy5CY)
SCFaa—C; = S (14F,Cy5 + 12F3C,3 + 10F5Cy + 8F;Cy + 6 FyCr + 4F) Cs+
2F13C3).
Logo:

1 /

~Cf - %015 — Se(H,\Cls + Hy5C) + 14F,Cls) = Sc(HyCly + HsCly + HyCl
+HoC% 4+ H11Cy + Hi3C% 4 12F3C3 + 10F5Chy + 8F;Cy + 6FyCr + 4F1,C5 +
2F1303).
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5.10 Nono sistema (Para 0'° e 07)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6'6 e 917 ¢ dado por:

3671F; 4F3 1382 F5 2F, Fy 2F1;
H 18F|7 =
17t T 162820783125 | 18243225 * 638512875 + 93555 + 4725 + 945 +
By Py
45 3

VF{{Y -+ VlFll7 - H1F117 — H17F1/ — 18F1F17 + 2G1G17 = H3F1I5 + H5F1I3 -+ H7F1/1+
HoFy+ Hy Fy + Hi3FL + HisFy + 18F3Fy5 + 18F5 Fyg + 18F, Fyy + 9F; —
2G1G 2G3G 2G5G 2G;G
2G3G15 — 2G5Ghs — 2G7Gy — G + T T T T

3 3 3 3
2G1G13 X 2G3G11 4 2G5G9 G_% 4 4G1G11 X 4G3G9 4 4G5G7 2G1G9
45 45 45 45 945 945 945 4725

205Gy | G 4GiGr  4GsC5 | 2T64G\Gs | 1382G3  8G\Cy

4725 4725 ' 03555 © 03555 ' 638512875 | 638512875 | 18243225
3617G2

162820783125
VG,1/7 + VIG/17 — HlG/17 — H17G/1 — 18F1G17 — 2F17G1 = HgG/15 + H5G/13 + H?G/11+
Hng) + HHG/7 + ngGg + H15Gé + 16F3G15 + 14F5G13 + 12F7G11 + 10F9G9+

FiGi;  FsGis  F5Gu F:Gy  FyG
8F11Gr + 6F13Gs 4 4F5Gy — —— 2 3713 5r11 749 oG7

3 3 3 3 3
FinuGs  FisGy  FisGi Gz FsGu FsGy  FrGr FyGs
3 3 3 45 45 45 45 45
FuGs FaGi 2FGn  2FG, 2BG: 2FGy 26Gs 2FuGi
45 45 945 945 945 945 945 945

Fng B F3G7 _ F5G5 F7G3 B F9G1 2F1G7 _ 2F3G5 2F5G3_

4725 4725 4725 4725 4725 93555 93555 93555
2F;Gy 1382F1Gs  1382F3Gs  1382F5G, 4F1 G 4F3GL

93555 638512875 638512875 638512875 18243225 18243225
3617F,G

162820783125

1 v
501,7 — ﬁ017 — SC(H1017 + H1701 + 16F1017) = SC(H3O{5 + H5013 + H7Cil+

HQCSI) + HHC’,Z + HIBC% + H15Cé + 14F3015 + ]_2F5013 + 10F7011 + 8F909+
6F11C7 + 4F13C5 + 2F15C5).

As Subsecoes [5.10.1 a [5.10.4] mostram o desenvolvimento das equagoes do nono
sistema.

5.10.1 Equacao da continuidade

Seja a equagao:

0OH OF
8_77—'_%—’_(?0‘59}7_0.
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Temos que:

(377 = 916H{7
oF
—— = 170"°F,
80 17
F F 2F F 2F 1382 F; 4F:
cotF =06 (p, - 25 “B8 2 79 2T 5 3
3 45 945 4725 93555 638512875 18243225
3617F,
162820783125 )
Logo:
3671F 4F 1382F; 2F 2
H{7 + 18F17 = ! 3 5 7 9

162820783125 18243225 + 638512875 + 93555 * 4725 +
2Py, Fis | Fi

945 ' 45 = 3

5.10.2 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente 6

Seja a equagao:

OF OF O*F oOF
H— 4+ F— —cotG? = v— I—,
(977+ 20 co V3772+V377
Temos que:
OF
Ha—?7 = 0" (H\F), + H3F| + HsF}s + Hy F|, + HyFy + Hy F + HisFi+
Hi5F5 + Hq FY)
OF

F% _ 917 (18F1F17 =+ 18F3F15 =+ 18F5F13 + 18F7F11 + 9F92)

cot 0G* = 0" (2G1G17 + 2G3Gi5 + 2G5Gi3 + 2G7Ghy + GG — 261Gis _ 2GsGhs

3 3

2G5G11 2G7G9 2G1G13 2G3G11 2G5G9 G% 4G1G11
3 3 45 45 45 45 945

4G5Gy  4GsGr  2G1Gy  2G3Gr  2G% AGIG;  4GsGy
945 945 4725 4725 4725 93555 93555
2764G,Gs  1382G2 8G, Gy 3617G2
638512875 638512875 18243225 162820783125)

O F N

Va—nQ:IJQ Fi;

l/g—g = V0" F|,.
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Logo:

vF, + V' Fl; — HiFj; — HipF| — 18F\ Fi7 + 2G1G17 = HsF{; + HsFjy + H7 F}) +

HoFy + H\y Fi 4 Hi3F + Hi5Fy + 18F3Fy5 + 18F5 Fyg + 18F, Fyy + 9F2 —
261Gy 2Gs5Ghs 205Gy, 2G:G

2G3G 15 — 2G5Gh3 — 2G7G1y — G + 1bs | 2bsbns | 2Gsbn | 267G

3 3 3 3 *
2G1G13 4 2G3G11 4 2G5Gg G_% 4G1G11 4G3G9 4 4G5G7 X 2G1G9 4
45 45 45 45 945 945 945 4725

2G3G G: 4G\G;  4G3Gs  2764G,G 1382G?
sbr | G5 abnbr | AbsGs 1G5 3

4725 4725 03555 | 03555 638512875 | 633512875
8G1 G5 3617G2

18243225 | 162820783125

5.10.3 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente ¢

Seja a equagcao:

oG oG 9’°G
H—+F— FG = —.
an + 20 +cotOFG an?

Temos que:

oG
Ha—77 = 0" (H\G7 + H3G' 5 + HsG'3 + H:G), + HoGly + H1 G + Hi3Gh+

HisF3 + Hi7GY)
158

F% = 0" (1TF\G 17 + 15F3G 5 + 13F5G s + 11F,Gyy + 9FyGy + TFL Gt

5F13Gs + 3F15G3 + Fi7G)
cot OFG = 0'7 (F1Gr7 + F3Gis + F5Grs + FrGii + FoGg + FiiGr + Fi3Gs+

3 3 3 3 3 3
FisGs  FisGi FiGiy  FsGu F5Gy  I2Gr FyGs  FuGs
3 3 45 45 45 45 45 45
45 945 945 945 945 945 945

Fng . F3G7 _ F5G5 F7G3 F9G1 2F1G7 . 2F5Gg 2F7G1

4725 4725 4725 4725 4725 93555 93555 93555

1382F 1G5 _ 1382F5G5 _ 1382F5(G4 _ 4F1G4 _ 4F5G4 _
638512875 638512875 638512875 18243225 18243225
3617F G4
162820783125
9*G
V—(,MQ = 1/4917G’1'7
9*G
I// 8772 — /917G/17
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Logo:

VG/1/7 + l/,Gll'? - HlG/N - H17G/1 — 18F G117 — 2F ;G = H3G/15 + H5G/13 +

H,Ghy + HoGy + HnGh + Hi3Gy + HisGhy + 16F3Gas + 14F5Ghg + 12F,Gy +
G FG FG G

10FyGly + 8F),Gr + 6F13Gs + AFy5Gly — 218 73013 750 77

3 3 3 3

F9G7 N F11G5 N F13G3 N F15G1 i F1G13 N FSGH N F5G9 _ F7G7 N F9G5 _
3 3 3 3 45 45 45 45 45

F11G3 . F13G1 . 2F1G11 . 2F3G9 . 2F5G7 _ 2F7G5 _ 2F9G3 _ 2F11G1 .
45 45 945 945 945 945 945 945

F1G9 F3G7 F5G5 F7Gg F9G1 2F1G7 2F3G5 2F5G3 2F7G1

4725 4725 4725 4725 4725 93555 93555 93555 93555
1382F,Gs  1382F3Gs  1382F5G, 41, G 4F5Gy 3617F,G,

638512875 638512875 638512875 18243225 18243225 162820783125

5.10.4 Equacao da concentracgao

Seja a equagao:

2 /
%(?97(; - %g—i = ScHaa—i - Sch—S —0.
Temos que:
Sc]:laa—??V = Sc0'"(H,CY; + HyCis + H5Cly + H:Chy + HoCy + H11Ch + Hi3Ch+
Hy5Cy + Hi7CY)

SCF% == 16F1017 + ].4F3015 + 12F5013 + 1OF7011 + 8F909 + 6F1107 + 4F1305+
2F1503.

Logo:
1 /
~Cly = =50l = Se(HiClr + HiC} + 16FiChr) = Se(HyChs + HsCly +

H:C{, + HoCy + H11Ch + HizCL + Hi5C5 + 14F3C)5 + 12F5C5 +
10F7C11 + 8FyCq + 6F11C7 + 4F13C5 + 2F15Cg).
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5.11 Décimo sistema (Para 0® e 0')

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6'® e 912 ¢ dado por:

87734 F 3617F; 4F5 1382F%

Hiy+ 20Fyy =
197 0019 = 38970205480125 162820783125 | 18243225 | 638512875
2F, | Fu 2Py  Fis  Fa

93555 * 4725 * 945 * 45 + 3
VFllg + VlFllg — HlFllg — ngFll — 20F1F19 + 2G1G19 = HgFll7 + H5F1I5 + H7F1/3+
HoF!, + HyF, + HisF) + HisFl + HynFl + 20F3Fy7 + 20F5 Fys + 20F; Fia+
2G1G 2G5G
1Y17 + 3 15+

2OF9F11 — 2G3G17 — 2G5Gl5 — 2G7G13 — 2G9G11 +

3 3

2G5G13 2G7G11 Gg 2G1G15 2G3G13 2G5G11 2G7G9 4G1G13
5 T3 Tyt Yt Tt T 945

1GsGh | 4G5Gy 2G2 L 261G 265Gy | 2G5Gr | AGiGy | 4GsGr

945 945 ' 045 ' 4725 4725 ' 4725 ' 93555 | 93555

2G2 | 2T64GIGr | 2764G5Gy | 8GiGs AG2 L T24GiGy

93555 ' 638512875 ' 638512875 | 18243225 | 18243225 @ 162820783125
87734G2

38079295480125

VGlllg + V/Gllg — HlGllg — HlQG/l — 20F1G19 — 2F19G1 = HgG/17 + H5G/15 + H7G/13—|—
HyGY, + HGy + Hi3GL + Hi5G5 + Hy7 Gy + 18F3Gy7 + 16F5G5 + 14F,G 3+

Gy FGy  EG
126y Fyy 4+ 10F,Go + 8F13Gr + 6F15Gs + 4F Gy — —— 10 23715 75713

3 3 3
FrGun FyGy  FuGr  FisGs  FisGs  FirGi FiGis  FGig
3 3 3 3 3 3 45 45
FsGu  FiGy  FyGr  FuGs  FisGy  FisGy 2F1Giy 2F3Ghy
45 45 45 45 45 45 945 945
945 945 945 945 945 4725 4725 4725

F7G5 FgGg F11G1 2F1G9 _ 2F3G7 _ 2F5G5 2F7G3 2F9G1

4725 4725 4725 93555 93555 93555 93555 93555

1382F1G7  1382F3Gs  1382F5Gs  1382F;Gy 4F\Gs  4F3Gs
638512875 638512875 638512875 638512875 18243225 18243225
4F5GL 3617F1G3 3617F5G4 87734F1G4

18243225 162820783125 162820783125  38979295480125
1 v
;Cfg — ;C’{g — Sc(H 0Oy + H19Cy + 18F1Chg) = Sc(H3CY, + HsCy + H7Cl3+

HyCYy + H11Cy + Hi3CL + Hy5C% + Hi7Ch + 16 F3C17 + 14F5C15 + 12F;C3+
1OF9011 + 8F1109 + 6F1307 + 4F15C5 + 2F17Cg).

As Subsec¢oes[5.11.1]a[5.11.4 mostram o desenvolvimento das equacoes do décimo
sistema.
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5.11.1 Equagao da continuidade

Seja a equagao:

OH OF
— + = t0F = 0.
on + 20 + co

Temos que:

H

%_7] - QISH{Q

oF

E — 17(918F19

cot OF — 015 ( Frg — & _ E _ 2F13 _ Fiy _ 2Fy _ 1382 F% _ 4F5 _
3 45 945 4725 93555 638512875 18243225
3617F; _ 8T734F;
162820783125  38979295480125 )

Logo:

87734 F 3617F5 4F5 138217

Hiy+ 20Fyg =

197 20019 = 38970205480125 | 162820783125 | 18243225 | 638512875
2F, | Fu 2Ry, Fis P
03555 ' 4725 ' 945 = 45 = 3

5.11.2 Equacao da quantidade de movimento na direcao da

componente ¢
Seja a equagcao:

oF or O*F oF
H— 4+ F— —cotG* =v—— + 1/ —.
n + 50~ © 0G V8772 +v an
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Temos que:

oF
H8_77 = 919 (HlFllg + H3F1/7 + H5F1/5 + H7F1/3 + H9F1/1 + H11F9/ + H13F';+
Hi5Fy + Hi7 Fy + HigFY)
oF
F% = 0" (20F, Fig + 205 Fy7 + 20F5 Fy5 + 20F, Fig + 206, Fyy)
2 19 201G17
cot 0G* =0 2G1G19 + 2G3G17 + 2G5G15 + 2G7G13 + 2G9G11 — 3 —
2G3G15 _ 2G5G13 _ 2G7G11 _ G_g _ 2G1G15 _ 2G3G13 _ 2G5G11_
3 3 3 3 45 45 45
2G:Gy  4GhGy  4GsGu  4GsGy 263 2GiGu  2GsGy
45 945 945 945 945 4725 4725

2G5Gr  4G\Gy 4G3G;  2G2 2164G1G;  2764G5Gs
4725 93555 93555 93555 638512875 638512875
8G1Gs AG2 7234G1 G5 8TT34G2 )

18243225 18243225 162820783125  38979295480125

0P’F

V_(9772 = v F],
OF

l/la—77 = I//919F1/9.
Logo:

VF{;B =+ V/Fllg — HlFllg — ngFl, — 20F1F19 + 2G1G19 = H3F1/7 + H5F1/5 + H7F1/3 +

HgFlll + HHFé + H13F7/ + H15F5/ + H17Fé + 20F5F 7 + 20F5F 5 + 20F7 F5 +
2G1Gh7 - 2G3Ghs

20FyF11 — 2G3Gh7 — 2G5Gh5 — 2G7Gris — 2GoGhy + 5 + 3 +
2G5G13 2G7G11 GS 2G1G15 2G3G13 2G5G11 2G7G9 4G1G13
3 * 3 * 3 * 45 * 45 * 45 45 945

4G3Gy  4GsGy  2GE 2G1Gr 2G3Gy  2G5Gr  4G1Gy  4G3Gy
945 * 945 * 945 * 4725 * 4725 * 4725 * 93555 93555 *
2G? n 2764G1 G i 2764G5Gs n 8G1G5 4G n 7234G,1 G n
93555 638512875 638512875 18243225 = 18243225 = 162820783125
87734G2
38979295480125°

5.11.3 Equagao da quantidade de movimento na direcao da

componente ¢

Seja a equagao:

oG oG P0G 0G
HE L PO 4 ot g G = o+ /S
oy T ag T = e TV Gy
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Temos que:

oG
o = ' (H\G'g + HsGhy + HsGlys + HoGly + HyGly + Hiy Gy + HizGot
Hy5G5 + Hi7GY + HyoGY)
oG

F% - 919 (19F1G19 —|— 17F3G17 —|— 15F5G15 —|— 13F7G13 —|— 11F9G11 —|— 9F11G9—|—
7F13G7 + 5F15G5 + 3F17G3 + FlgGl)
cot OFG = 0" (F1Gho + F3Gh7 + F5Gis + F7Gis + FyGry + F1nGy + Fi3Gr + FisGs+

FoGly + FroGly — F13G17 - F33G15 B F5§;13 B F73Gn B Fgfg _ F15G7_
FisGs  FisGs  FiuGy G F3Giy I5Gn FrGe  IoGr
3 3 3 45 45 45 45 45
FinGs PGy FisGy 200Gy 2F3Gy 2F5Gy 2F7Gr 2FyGs
45 45 45 945 945 945 945 945
2FnGy  2Fi3Gr . FiGu 3Gy F5Gr FrGs  FyGs  FuGi
945 945 4725 4725 4725 4725 4725 4725

2F1 Gy 2F3G7_2F5G5 2F;,Gs 2FyGy  1382F Gy 1382F5G5

93555 93555 93555 93555 93555 638512875 638512875

1382F5G3 _ 1382F7G1 _ 4F1G5 _ 4F3G3 _ 4F5G1 _
638512875 638512875 18243225 18243225 18243225
3617TFGy  361TRG,  STTMRG,

162820783125 162820783125  38979295480125

82G 19 ~1

V8_172 = 1/9 Glg

oG
Vla—n = 1//919G119.
Logo:

I/Glllg + I/Gllg - HlGllg - ngGll — 20F1G19 — 2F19G1 = HgG/17 + H5G/15 + H7G/13 +

HoGY, + Hi Gy + Hi3G% + Hi5G5 + Hi7GY + 18F3Gh7 + 16F5Gh5 + 14F,Gr3 +

F\Gyr  F3Giy  FiG
12Fy Fyy + 10F,Go + 8F13G + 6F15Gs + 4F Gy — —— 10 23715 75713

3 3 3

F7G11 N FQGQ N F11G7 N F13G5 . F15G3 N F17G1 N F1G15 N F3G13 N F5G11 .
3 3 3 3 3 3 45 45 45

FrGy  FoGr  FuGs  FisGs  FisGi 203Gy 213Gn 215Gy

45 45 45 45 45 945 945 945

945 945 945 945 4725 4725 4725 4725 4725

F11G1 _ 2F1G9 . 2F3G7 _ 2F5G5 2F7G3 2F9G1 1382F1G7

4725 93555 93555 93555 93555 93555 638512875
1382F3G5  1382F5G5  1382F;Gy 4F1 G5 4F3G 4F5GL

638512875 638512875 638512875 18243225 18243225 18243225
3617F, G 3617FG, STT34F G4

162820783125 162820783125  38979295480125°
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5.11.4 Equacgao da concentracao
Seja a equagao:

19°C v oC oC oC

== —ScH-— — ScF— =0.
von: v?on ¢ on o8
Temos que:
10°C 1
- - _919 "
von: v C1g
vVoc v,
ag Al C
oC
ScHa—n = Sc™(H\Cly + H3CY; + HsCls + H:Cly + HoCly + H11Cy + Hi3Crt
Hy5C% + Hy7C5 + Hi9CY)
oC
SCF% = Sch (18 F,Cyg + 16 F3Cy7 + 14F5C15 + 12F;Ch3 + 10FyChy + 8Fy1Co+

6F13C7 + 4F15C5 4+ 2F17C5).
Logo:

1 /

~Cly - %019 — Sc(H\Cly + HigCl + 18F,Chg) = Sc(HsCln + HsCls + H7Cly +
HoCYy + H11Cy + Hi3CL + Hi5CL + Hi7C% + 16 F3Ch7 + 14F5C5 + 12F;Ch3 +
].OFQOH + 8F1109 + 6F1307 + 4F15C5 + 2F1703).

5.12 Estrutura da matriz com as derivadas parci-

ais das equacoes discretizadas

Dadas as derivadas parciais das equagoes discretizadas da continuidade, da quan-
tidade do movimento na direcao das componentes 6 e ¢ e da concentracao dos dez
sistemas, a matriz de cada sistema tem a mesma estrutura. Ou seja, temos uma
matriz esparsa com as condigoes de contorno de cada fungao, em nosso caso, F, G, H
e C nas primeiras e iltimas linhas e entre as condi¢oes de contorno os termos das
derivadas parciais.

Esquematicamente temos uma matriz quadrada de ordem 4n, sendo n o ntimero
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de pontos da malha:

C.C.

o o ° o [ ] o [e] o o o [ ] (¢]

[ ] (¢] [¢] [ ] [ ] [ ] L] [ ] [ ] [e] [e] [ ]

o (¢] [¢] [ ] (¢] (¢] L] [ ] (¢] (¢] (¢] [ ]
(¢] (¢] o o [ ] (¢] (¢] (¢] (¢] (¢] [ ] (¢]
[ ] (¢] [¢] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] (¢] (¢] [ ]
(¢] [ ] [¢] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] o [ ] (¢] [ ]
(¢] (¢] [¢] [ ] (¢] (e] [ ] [ ] (¢] (¢] (¢] [ ]

c.C.

onde os simbolos o representam o niumero zero; e os simbolos e representam os
enderecos onde os elementos da matriz sao diferentes de zero, ou seja, representam
as equagcoes encontradas a partir das derivadas parciais de cada equacao do sistema.

O primeiro bloco de simbolos, compreendido pelas linhas: 5,6,7 e 8 e colunas: 1

a 12, tem as seguintes caracteristicas:

e Nas quatro primeiras colunas alocam-se as derivadas parciais em relacao as

funcoes F, G, H e C no ponto i« — 1 da malha;

e Nas quatro colunas seguintes alocam-se as derivadas parciais em relacao as

funcoes F, G, H e C no ponto i da malha;

e E ainda, nas quatro ultimas colunas alocam-se as derivadas parciais em relagao

as funcoes F, G, H e C no ponto 7 + 1 da malha.

E essa distribuicao repete-se nos blocos seguintes.
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5.13 Resultados numéricos parciais

Nas Secoes — foram apresentados os dez sistemas de equacoes diferen-
ciais obtidos através do método de série de poténcias.

A resolucao destes sistemas foi realizada através da implementagao de um codigo
numérico em MATLAB, tendo como base o Método da Relaxacao, descrito no Cap.
com precisao de aproximacao de ordem 2.

Desta forma, a Tabela [5.1| exibe os resultados de cada um desses sistemas.

Tabela 5.1: Resultados dos sistemas de equacgoes diferen-

ciais
F G H C
1° 0.3 1 0 1
) 0.8 Al —o02 | H| o8 .
Sistema | 0.2 | 11 o6l 11 —oa | 1l o6 i
( 0.1 1] 04} 1] —06| 1| 04 .
para 0.2 Al -08 | 11 02 .
0 1 0 | 0 | | 71 | | | 0 | | |
0° e ") 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 05 1 1.5 2
2° 0.2 0.2 — 02 ——
Sistema | 01 [ 41 o1 11 o2l | o1 -
0f_——— 0 0 Z%
(para |01 | 1 ]-01 . 0 =01 |- .
2 3 —0.2 | | | —0.2 | | | | | | —0.2 | | |
0% e 6°) 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 05 1 1.5 2
o —2 —2 —2 —2
3 , x10 , x10 %10 5 X10
Sistema 1 2
0 1
(para 1 .
94 e QS) 2
40
Sistema
(para
6 . 07 —2 -1 0.5 Y ) N S . —
0° e ) 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 05 1 1.5 2
° x10~% x10~4 x10~3 x10~3
o 2 R T T 4 I — 3 I
Sistema 2
1
(para 0
0% e 0%) 1
60
Sistema
para
(910 e
011)
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Tabela 5.1: Resultados dos sistemas de equagoes diferen-

ciais (continuagao)

70

Sistema

(para 0 |
—1 b .
012 e 0

0
913) 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 05 1 15 2
80

Sistema

(para
0 e

915)
90

Sistema

(para
616 e
o17) 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 05 1 15 2
10°

Sistema

0.5 - -

(para 0 \/_t . 10

0186 —0.5 — 0 N
919) 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 05 1 15 2

—_
T
|

|

Na Secao vimos que a viscosidade variavel (v) é dada por: v = expmC.
Desta forma, a derivada de v é dada por: v/ = mexp(mC).
Estes termos (v e V') sdo calculados de forma independente para cada sistema

de equagoes. Assim, na Tab. [5.2] exibimos v e 1/ para cada sistema.

Tabela 5.2: Resultados de v e v/ para cada sistema de

equacoes

v v

1° o [] T N o 7 T
Sistema =5 .

1 |

(para -1 i
15 |- .

(90 € (91) 0 [ i 5 | |
0 0.5 1 0 0.5 1
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Tabela 5.2: Resultados de v e 1/

equagoes (continuagao)

para cada sistema de

v v
o T T T T
2 1l 1 ]
Sistema
0.5 - — 0
(para
92 (S 93) 0 [ ] .
0 0.5 1 0 0.5 1
30 1 T T 02 |- T T |
Sistema
0.5 - 0
(para
—02 | .
94 € 95) 0 | [ i | |
0 0.5 1 0 0.5 1
x10—2
40 1 T T T T
5 .
Sistema
0.5 - 0
(para ;
96 (§] 97) 0 | | l |
0 0.5 1 0 0.5 1
x10~2
50 1 T T 9 I I ]
Sistema
0.5 = 0
(para
_9 .
08 (& 99) 0 | [ i |
0 0.5 1 0 0.5 1
x1072
60 1 T T T T
0.5 .
Sistema
0.5 . 0
(para -0.5 -
910 e 911) 0 [ i —1 | | .
0 0.5 1 0 0.5 1
x1073
(e] 1 T T T T
7 ) |
Sistema
0.5 . 0
(para _2 |
912 € 013) 0 | [ i | |
0 0.5 1 0 0.5 1




Tabela 5.2: Resultados de v e v/ para cada sistema de

equagoes (continuagao)

v 17
. x1073
80 1 T H
) 05 |- .
Sistema
0.5 : 0
(para —0.5 |- .
914 e 915) 0 | ] -1 | ]
0 0.5 1 0 0.5 1
x107%
o I
Sistema ol
0.5 |
(para ol il
916 (S 917) 0~ \ | —4 L | |
0 0.5 1 0 0.5 1
x10~%
Sistema ol
0.5 |
(para
1k |
918 (§] 919) 0 | | | |
0 0.5 1 0 05 1

5.14 Resultados numéricos - soma das parciais

Através da Tab. [5.1] na Segdo [5.13] sao exibidos os resultados numéricos de cada
sistema de equacoes. Como estamos utilizando o método de séries de poténcias
para encontrar os perfis adimensionais F, GG, H e (', apresentamos nesta segao a
soma de cada perfil para 6 entre 20° e 90°. Sao apresentadas as somas de 4 termos

a 10 termos da série de cada fungao, conforme foi visto no inicio do capitulo (ver

Fos.(5T7)- (620)).
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Para 6 = 20°

T T 04 T T
—— 4 termos —— 4 termos
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0 0.4 0.6 0.8 1
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Figura 5.1: Soma das funcoes F,G, H e C em 6 = 20°
o
Para 6 = 40
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Figura 5.2: Soma das fungoes F,G, H e C em 6 = 40°
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Para 6 = 60°

0.2 T T 1 - -
—— 4 termos —— 4 termos
0.15 |- —— 6 termos 0.8 —— 6 termos
’ —— 8 termos —— 8 termos
—— 10 termos 0.6 —— 10 termos ||
<3 0.1 H
0.4 -
-2 —
5-10 0.2 N
0 : 0 .
0 6 8 10 8 10
n n
(a) (b)
0 T T 0.8 T - .
—— 4 termos —— 4 termos
—02 | —— 6 termos 0.6 —— 6 termos
' —— 8 termos ' —— 8 termos
—— 10 termos —— 10 termos
= —04 0.4 H
—0.6 - 0.2 =
—0.8 | | 0 | - - -
0 6 8 10 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n n
(c) (d)
Figura 5.3: Soma das funcoes F,G, H e C em 6 = 60°
o
Para 6 = 80
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Figura 5.4: Soma das fungoes F, G, H e C' em 6 = 80°
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Para 6 = 90°

0.2 r r 1 - -
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Figura 5.5: Soma das fungoes F, G, H C em 6 = 90°

Verificamos que os perfis F', G e H para o caso da viscosidade variavel sao
similares ao caso da viscosidade constante do fluido abordado (ver Apéndice |A)).

Podemos observar nas Figs. - que a expansao da série em 10 termos nao é
suficiente para a convergéncia do método de séries de poténcias para angulos superi-
ores a aproximadamente 70°. Porém, para valores inferiores a 70° temos resultados
satisfatorios.

Na Sec. deste capitulo, veremos que nao é necessario aumentarmos o nimero
de termos das séries pois, a partir, de um angulo 8* o fluido “descola” da superficie

da semi-esfera, nao escoando pela camada limite que é a hipotese abordada.

5.15 Angulo de descolamento

Barcia[l0] mostra em seu artigo a existéncia de um valor para o angulo 6* tal
que ha o “descolamento” do fluido na interface eletrodo/eletrélito e o outflow do
escoamento ocorre na direcao da velocidade radial. O angulo 6* é onde a velocidade
radial, v,, torna-se positiva préxima a superficie do eletrodo e 6* é a espessura da
camada limite em que a velocidade radial tem sinal positivo.

O perfil adimensional H que representa a velocidade radial é sempre negativo

para # < 0*. Para 6 > 6*, H inicia com um valor positivo para r = ry e muda
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o seu sinal em r = rg 4+ 0%, isto é, inverte o sentido do escoamento ocorrendo o
descolamento do fluido.

Sob a hipdtese de fluido com viscosidade constante, o trabalho de Barcia[l0]
obteve esse angulo de descolamento 6* = 61°. Para as simulacoes realizadas nesta
dissertacao o valor do angulo #* foi de aproximadamente 62.4°, nos casos de vis-
cosidade constante e viscosidade varidvel. A Fig. [5.0] exibe o perfil H para quatro

angulos distintos de 6 para os dois casos, ilustrando o que foi dito.

x1072 ) x10—2
—55° —55°
—61° —61°
0 = —62.4° | 0 = —62.4° |
65° 65°
T T
1 , 1L ,
_9 | | _9 | |
0 0.5 1 0 0.5 1
n n
(a) v-constante (b) v-varidvel

Figura 5.6: Perfil H para # = 55°,61°,62.4° e 65° com v constante e variavel

A fim de visualizar a mudanca do sinal expressa no inicio desta secao, as Tabs.
e mostram os valores da funcao H, nos dois casos, para os angulos de 6 =
55°,61°,62.5° e 65° para a obtencao de precisao da mudanca de sinais préximo a
superficie do eletrodo.

Nas simulagoes realizadas utilizamos uma malha deslocada (chamada staggered),
nesse tipo de malha localizamos a fronteira do sistema no ponto médio do intervalo
entre os dois primeiros e os dois tltimos pontos. Devido a este pequeno deslocamento
nos extremos da malha computacional o valor da funcao H em n = 0 é obtido através
da média dos valores dados nas linhas n = 1 e n = 2 das Tabs. e ou seja,
emn=+1.3 x 1072
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Tabela 5.3: Valores da fungao H para os angulos ¢ = 55°,61°,62.4° e 65° no caso

da viscosidade constante

n n 55° 61° 62.4° 65°

1 —-13-1072 —2.56-10"8 —5.802-10"7  —7.006-10"7 —9.133-1077
2 1.3-1072 2.56 - 1078 5.802 - 1077 7.006 - 1077 9.133-1077
3 38-107%2 —1.2036-10"* —2.2879-10"°  3.532-1077 4.3953 -107°
4 6.3-1072 —3.6127-107* —7.5382-10° —7.1124-10°%  1.2116-107*
5 88-1072 —7.2267-107*% —1.6114-107* —2.6833-107°  2.2577-10~*
6 1.1-107% —1.2044-10"% —2.8415-10"* —6.3715-10"°  3.5124-10~*
7 14-100'  —1.8063-10"% —4.4821-10"* —1.2244-10"*  4.9132-107*
8 16-107% —2528-107% —6.569-10"* —2.0746-10"*  6.3999-10~*
9 19-100% —3.3689-10"% —9.1359-10"* —3.23-107* 7.915-107*
10 21-100Y  —4.3285-10"% —1.2215-10"% —4.7309-10"*  9.4034-10~*
11 24-100Y  —5.4062-107% —1.5835-10"% —6.6152-10"*  1.0812-1073
12 26-100Y  —6.6011-10"% —2.0025-10"% —8.9188-10"*  1.2091-1073
13 29-100Y  —79125-107% —2.4811-10"% —1.1675-10"%  1.3193-1073
14 3.1-100% —9.3392-107% —3.0216-10"% —1.4917-107%  1.4071-1073
15 34-107'  —0.0109 —3.6263-107% —1.8673-107%  1.4682-107°
16 3.6-107Y  —0.0125 —4.2973.107% —2.2972-107%  1.4985-1073
17 39-107"  —0.0143 —5.0364-107% —2.7839-10"%  1.4942.1073
18 4.1-100%  —0.0162 —5.8454-107% —3.3299-10"%  1.4515-1073
19 44-107Y  —0.0182 —6.7257-107% —=3.9373-10"%  1.367-1073
20 4.6-107'  —0.0203 —7.6788-107% —4.6082-10"%  1.2374-1073
21  49-107' —0.0225 —8.7059 - 10™% —5.3445-10"%  1.0597-1073
22 5.1-107'  —0.0248 —9.8081-107% —6.1479-107%  8.3097-10~*
23 54-107'  —0.0272 —0.011 —7.0199-107%  5.4856 - 10~*
24  5.6-107"  —0.0297 —0.0122 —7.9619-10°  2.1-10*

25  5.9-107'  —0.0323 —0.0136 —8.9751-107% —1.8701-10~*
26 6.1-107'  —0.035 —0.015 —0.0101 —6.446 - 1074
27  6.4-1071  —0.0378 —0.0165 —0.0112 —1.1647 - 1073
28  6.6-107'  —0.0407 —0.018 —0.0125 —1.7491 - 1073
29  6.9-1071  —0.0437 —0.0197 —0.0138 —2.3995 - 1073
30 7.1-1071  —0.0468 —0.0214 —0.0151 —3.1172- 1073
31 7.4-107'  —0.0499 —0.0232 —0.0166 —3.9036 - 1073
32 7.6-107'  —0.0532 —0.0251 —0.0181 —4.7598 - 1073
33 79-100'  —0.0565 —0.0271 —0.0197 —5.6869 - 1073
34 81-107'  —0.0599 —0.0291 —0.0214 —6.6857 - 1073
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Tabela 5.4: Valores da fungao H para os angulos € = 55°,61°,62.4° e 65° no caso

da viscosidade varidvel

n n 55° 61° 62.4° 65°

1 —-13-1072 —2.56-10"8 —5.802-10"7  —7.006-10"7 —9.133-1077
2 1.3-1072 2.56 - 1078 5.802 - 1077 7.006 - 1077 9.133-1077
3 38-1072 —1.2036-10"* —2.2879-10"°  3.534-1077 4.3953 -107°
4 6.3-1072 —3.6127-107* —7.5382-107° —7.1119-10°%  1.2116-107*
5 88-1072 —7.2267-107* —1.6114-10"* —2.6832-10°  2.2577-107*
6 1.1-107% —1.2044-10"% —2.8415-10* —6.3714-10"°  3.5124-107*
7 14-100'  —1.8063-10"% —4.4821-10"* —1.2244-10"*  4.9132-107*
8 1.6-107" —2528-107% —6.5689-107* —2.0745-107*  6.4-107*
9 19-107% —3.3689-10"% —9.1358-10"* —3.23-107* 7.9151-1074
10 2.1-100Y  —4.3285-10"% —1.2215-10"% —4.7308-10"*  9.4035-10~*
11 24-100Y  —5.4062-107% —1.5835-10"% —6.6151-10"*  1.0812-1073
12 26-100Y  —6.6011-10"% —2.0025-10"% —8.9187-10*  1.2092-1073
13 29-100Y  —79125-107% —2.4811-10"% —1.1675-10"%  1.3193-1073
14 3.1-100% —9.3392-107% —3.0216-10"% —1.4917-107%  1.4071-1073
15 34-107'  —0.0109 —3.6263-107% —1.8673-107%  1.4682-107°
16 3.6-107Y  —0.0125 —4.2973-107% —2.2972-107%  1.4986 - 103
17 39-107"  —0.0143 —5.0364 - 1072 —2.7839-107%  1.4943-1073
18 4.1-100%  —0.0162 —5.8454-107% —3.3299-10"%  1.4516-1073
19 44-107Y  —0.0182 —6.7257-107% —3.9373-10"%  1.3671-1073
20 4.6-107'  —0.0203 —7.6788-107% —4.6082-10"%  1.2375-1073
21  49-107' —0.0225 —8.7059 - 10™% —5.3445-10"%  1.0598-1073
22 5.1-107'  —0.0248 —9.8081-107% —6.1479-10~%  8.3105-10~*
23 54-107'  —0.0272 —0.011 —7.0199-107%  5.4865-10~*
24  5.6-107"  —0.0297 —0.0122 —7.9619-107%  2.101-10~*
25  5.9-107'  —0.0323 —0.0136 —8.9751-107% —1.8691-10~*
26 6.1-107'  —0.035 —0.015 —0.0101 —6.4449 - 1074
27  6.4-1071  —0.0378 —0.0165 —0.0112 —1.1646 - 1073
28  6.6-107'  —0.0407 —0.018 —0.0125 —1.749 1073
29  6.9-1071  —0.0437 —0.0197 —0.0138 —2.3993 - 1073
30 7.1-1071  —0.0468 —0.0214 —0.0151 —3.117-1073
31 74-1001  —0.0499 —0.0232 —0.0166 —3.9034 - 1073
32 7.6-107'  —0.0532 —0.0251 —0.0181 —4.7597-1073
33 79-100'  —0.0565 —0.0271 —0.0197 —5.6867 - 1073
34 81-107'  —0.0599 —0.0291 —0.0214 —6.6855 - 1073
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O perfil de concentracao C' é exibido na Fig. em varios valores do angulo

0, os mesmos que a funcao H é exibida na Fig. [5.6] para comparacao da influéncia

do angulo de descolamento na concentracao da espécie quimica para o fluido com

viscosidade v variavel.

0.8

0.6 |~

0.4 |-

0.2 -

— 55°
—61°
— 62.4°

65°

Figura 5.7: Perfil C' para # = 55°,61°,62.4° e 65° com v variavel

Tabela 5.5: Valores da fungao C' para os angulos 6 = 55°,61°,62.4° e 65° no caso da

viscosidade variavel

n n 55° 61° 62.4° 65°

1 —-13-1072 1.1163 1.1123 1.1113 1.1093

2 1.3-1072 0.8837 0.8877 0.8887 0.8907

3  3.8-1072 0.6991 0.7114 0.7145 0.7206

4 6.3-1072 0.5489 0.5688 0.5739 0.5839

5 88-1072 0.4236 0.4497 0.4565 0.4697

6 1.1-107! 0.3171 0.3471 0.3549 0.3703

7 14-1071 0.2266 0.2575 0.2656 0.282

8 16-107" 0.152 0.1808 0.1887 0.2046

9 19-107! 0.0939 0.1185 0.1254 0.1396

10 2.1-1071 0.0526 0.0714 0.0769 0.0886

11 24-107" 0.0262 0.0391 0.043 0.0517

12 26-107" 0.0114 0.0191 0.0217 0.0275

13 29-10°! 4.2432-1073  8.3084-107%  9.7534-10"%  0.0132

14 3.1-107" 1.331-1073 3.159 - 1073 3.8719-107%  5.6563- 1073
15 3.4-107" 3.448 - 107 1.0366-107%  1.3369-10"%  2.1386-1073
16 3.6-107" 7.1255-107°  2.8189-10*  3.8445-107*  6.7741-107*
17 39-107! 1.0425-107°  5.548 - 1075 8.0045-107°  1.5501-10~*
18 4.1-1071 4.98 1077 4.2725-107%  6.6646-107%  1.4616-107°
19 44-100'  —1.533-1077 —9.287-1077 —1.3683-10"¢® —2.7353-10°°
20 4.6-1071 3.6-107° —1.56 - 1078 —3.59-1078 —1.189- 1077
21 4.9-107" 6.3-107° 4.94-10°8 7.67-1078 1.678 - 1077
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5.16 Comparacao das derivadas

Nesta secao apresentamos a comparacao das derivadas dos perfis de velocida-
des, comparamos em relagdo ao fluido com viscosidade (v) constante e varidvel em

diferentes valores do angulo 6.

5.16.1 Calculo das derivadas

As derivadas das fungoes F, G e H foram calculadas através de um pos-
processamento do codigo numérico, isto é, obtidos os resultados das funcoes, apli-
camos as formulas de derivada centrada por diferencas finitas para 2 e 3 pontos,
respectivamente, para a derivada de primeira e segunda ordem.

Assim, conforme visto na Sec. do Cap. [3] as férmulas aplicadas foram:

—fic1+ fin fic1 = 2fi + fina
- Tt i -
fi = 2Ax ¢ /i Ax?

onde i — 1,4,7 + 1 sd@o pontos da malha uniforme.
Nas Figs. a exibimos os graficos das derivadas de primeira e segunda

ordem dos perfis adimensionais de velocidade F, G e H.

86



Para 6 = 20°

0.2

F/

-0.1 ‘

T T T

—— F' v-constante

—— F' v-variavel

0.1

-0.1

G/

—0.2 =

-0.3 ‘

—— G’ v-constante

—— G v-varidvel

H/

—— H'’ v-constante

—— H' v-varidvel

&,
1
100
1
=

Figura 5.8: Perfis F', F" G',G", H e H" para os casos de viscosidades

constante em 6 = 20°
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Para 6 = 40°
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Figura 5.9: Perfis F', F" G',G", H e H" para os casos de viscosidades variavel e

constante em 6 = 40°
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Para 6 = 60°
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Figura 5.10: Perfis F', F" G',G", H' e H" para os casos de viscosidades variavel e

constante em 6 = 60°
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Para 6 = 80°
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Figura 5.11: Perfis F', F" G',G", H e H" para os casos de viscosidades variavel e

constante em 6 = &0°
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Para 6 = 90°
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Figura 5.12: Perfis F', F" G’ G", H e H" para os casos de viscosidades variavel e

constante em 6 = 90°

Como visto, na Se¢do 5.13 e no Apéndice [A] os perfis F', G e H para o caso
da viscosidade varidavel sao similares ao caso do fluido com viscosidade constante.
Entretanto, o fato da viscosidade do fluido variar causa influéncia nas derivadas de
primeira e segunda ordem das funcoes F', G e H nas proximidades da superficie da
semi-esfera (Figs. a, ou seja, os perfis de velocidade sao similares porém as

derivadas na superficie sao diferentes, com excecao da derivada de primeira ordem

de H.
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Capitulo 6

Resultados numeéricos através do

Meétodo dos Elementos Finitos

Neste capitulo apresentamos o resultados de malha e numéricos obtidos para o
campo hidrodinamico de uma célula eletroquimica com eletrodo semi-esférico ro-

tatdrio.

6.1 Um pouco do cédigo

As simulagbes numéricas foram realizadas em um cédigo de Método dos ele-
mentos finitos desenvolvido em linguagem C++. Este cédigo vem recebendo modi-
ficagoes e aperfeicoamentos por um grupo de pesquisadores que estudaram o pro-
blema do eletrodo com disco rotatério de células eletroquimicas citados no capitulo
de Introdugao (ver Cap.[I).

Sendo assim, para este trabalho criamos fungoes que adaptaram o cédigo para o
problema do eletrodo semi-esférico rotatério, pois, a principio, havia sido desenvol-
vido apenas para resolver problemas da geometria de um disco rotatério. Em temos

de sistema de coordenadas, o cédigo utiliza o sistema cartesiano para suas equagoes

6.2 Malha computacional

A malha computacional desenvolvida para o disco rotatério tratava-se de um
cilindro que simulava o dominio da célula eletroquimica em que o disco é imerso em
um eletrolito. A principio, para o problema do eletrodo semi-esférico utilizamos o
mesmo cilindro, porém onde antes havia o disco transformamos, através de fungoes
em C++, em uma semi-esfera. A Fig. mostra a malha para o disco rotatério
e a Fig. a malha utilizada inicialmente para o eletrodo semi-esférico.
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(a) Malha do disco rotatério (b) Malha da semi-esfera rotatdria

Figura 6.1: Malhas computacionais

Os resultados obtidos com a malha da Fig. nao foram satisfatorios, devido
a geometria da semi-esfera. Como Godinez[5] obteve o campo hidrodinamico sob
a hipotese da camada limite, reformulamos a malha de forma que o dominio seja
representado principalmente pela camada limite satisfazendo a condi¢ao do nimero

de Reynolds elevado. A Fig. exibe a malha computacional reformulada para o
problema do eletrodo semi-esférico rotatorio.

(a) Malha reformulada (b) Uma fatia da malha

Figura 6.2: Malha computacional semi-esférica reformulada
6.2.1 Estrutura da malha
A malha é produzida com a seguinte estrutura:
(nPoligono,nClirculos,nZ)

onde nPoligono é numero de lados do primeiro poligono, nC'irculos é o nimero de

circulos e nZ é nimero de pontos em z.

Apés a transformacao dessa malha cilindrica para a semi-esférica, exibida pela

Fig. |6.2] essa estrutura permanece, porém a direcao em 2z torna-se a direcao radial
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e os circulos a direcao meridional.

6.3 Condicoes de Contorno

A Fig. auxilia na compreensao da aplicacao das condig¢oes de contorno. Desta

forma, as condigoes de contorno impostas na semi-esfera foram:

C D

B
Figura 6.3: Condigoes de contorno da semi-esfera

e Na superficie sélida da semi-esfera (parte A da Fig. : foi imposta a velo-
cidade v, = 0 e as velocidades v, = —Qy e vy = Qz, onde Q é a velocidade

angular da semi-esfera.
e Na fronteira B (parte B da Fig. [6.3):
1. Condigoes de contorno de Dirichlet para a velocidade: v= 0 e condicoes
de contorno de Neumann para pressao: n-Vp = 0;

2. Condicoes de contorno de Neumann para a velocidade: n-Vv= 0 e

condicgoes de contorno de Dirichlet: p = 0.

e Em Ce D (da Fig. impomos a pressao igual a zero.

O cédigo numérico, que soluciona as equagoes, utiliza o sistema de coordenadas
cartesianas, por isso, na superficie do eletrodo impomos as condicoes de contorno
para as velocidades v,,v, e v, e nao para v,,vp € v, do sistema de coordenadas

esféricas, que é o sistema utilizado para o equacionamento do problema.

6.4 Resultados qualitativos

Apresentamos nesta secao os resultados de forma qualitativa, mostrando o com-
portamento do escoamento do fluido em diferentes instantes de tempo, na magnitude
da velocidade e nas componentes do vetor velocidade. Para todos os casos analisa-

dos os campos de velocidade sao qualitativamente corretos, a partir de angulos de
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0 maiores que 60° as solucoes apresentam uma recirculacao devida a condicao de

contorno de pressao constante imposta em 6 = 90°.

6.4.1 Para a malha (6,18,20) com R = 55 com condigoes de
contorno de Dirichlet para velocidade e de Neumann

para pressao

Consideramos R o raio do dominio da semi-esfera, sendo R = rq + dr, onde rq
é o raio interno da semi-esfera e dr é a espessura da semi-esfera. Para este caso,
ro = 40 e dr = 15. Por esta razao, R = 55.

Magnitude da velocidade

Magnitude da velocidade Magnitude da velocidade
\I‘QH\HH#)HHHH‘?‘QH\ \1‘0\\\ \\\Ztlo\ ] \‘\3‘0\\\

0 40 0 40

(a)t=0

Magnitude da velocidade

\I‘QWHHHi(:l)\HHH?‘OHH

0 40

(c)t=175

(b) t = 1.875

Magnitude da velocidade

\1‘0\\\ \H#\ 11 \‘\?‘O\H

0 40

(d) t = 15.0

Figura 6.4: Magnitude da Velocidade

95



Componente = da velocidade

(a) t =0 (b) t = 1.875

(€)t=175 (d) t = 15.0

Figura 6.5: Componente z da velocidade

Componente y da velocidade

(c)t=175 (d) t =15.0

Figura 6.6: Componente y da velocidade
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Componente z da velocidade

Vz Vz
0,98 19.03 -0'03\\\\\\?”\” o] I | \?\ 1

-0.09967 0.037271 -1.82858 0.823414

(a) t =0 (b) t = 1.875
-4 OVZ 4 8 -10 Vf) 10

-7.55236 9.345306 -12.8613 11.69316

(€)t=175 (d) t = 15.0

Figura 6.7: Componente z da velocidade

6.4.2 Para a malha (6,18,20) com R = 55 com condigoes de
contorno de Neumann para velocidade e de Dirichlet

para pressao

Neste caso, temos 1o = 40 e dr = 15, com condigoes de contorno de Neumann.
Ou seja, R = 55.
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Magnitude da velocidade

Magnitude da velocidade
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(b) t = 1.875

Magnitude da velocidade
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Figura 6.8: Magnitude da Velocidade

Componente = da velocidade

-
(a)t=0
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-20 0 20
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(b) t = 1.875
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Figura 6.9: Componente = da velocidade



Componente y da velocidade

V Vy
H\I\‘\I -20 0 \\\\\2‘0\\

-40 40 40 40

L. L.
(a)t=0 (b) t = 1.875
Vy Vy
-20 0 20 20 0 20
-40 40 -40 40
L. L.

(€)t=175 (d) t = 15.0

Figura 6.10: Componente y da velocidade

Componente z da velocidade

Vz Vz

2 -1 \\\(‘)\\ 2 -1 \\\(‘7\\
-2.00792 0.729448 -2.00792 0.729448
.t ‘ g
(a) t = (b) ¢ = 1.875
Vz Vz
HH\H‘“ 9 \\1‘0\ \H
-5.36866 10.94138 -6.40898 16.27588
N ‘

() t=T. (d) t=15.0

Figura 6.11: Componente z da velocidade
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6.4.3 Para a malha (6,18,30) com R = 60 com condigoes de
contorno de Dirichlet para velocidade e de Neumann

para pressao

Neste caso, temos rg = 40 e dr = 20. Por esta razao, R = 60.

Magnitude da velocidade

Magmtude da Veloadade Magnitude da Velocidade

\‘H\H\Hf\\\\\\\\‘\\\\ 1‘0\\\\\\%?\\\\\\3‘0\\\
I 40 0 40
(a) t = (b) t = 1.875
Magmtude da Velocldade Magnitude da Velocidade
\‘H\H\Hf\\\\\\\\‘\\\\ 1‘0\\\\\\%(:)\\\\\\3‘0\\\
I 40 0 40

(c) t=T. (d) t =15.0

Figura 6.12: Magnitude da Velocidade
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Componente = da velocidade

Vx Vx
MO 0 \HH\Z‘O\H“ MO 0 \HH?‘O\H“

-40 -40

N
i}
AN
k=]

(€)t=175 (d) t = 15.0

Figura 6.13: Componente x da velocidade

Componente y da velocidade

(a)t =0 (b) t = 1.875

(c)t=175 (d) t =15.0

Figura 6.14: Componente y da velocidade
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Componente z da velocidade

Vz
-0.04

-0.10046 I 0.036393

Vz
0

520865 I 9. 639126

C =

Vz
w0

-1.86565 0.749108

(b) t = 1.875

Vz
10 O\\\l\ 10

-13.8833 11.35943

(d) t = 15.0

Figura 6.15: Componente 2z da velocidade

Na Secao exibimos os perfis de velocidade observados em diferentes angulos

de 0 e ¢.

6.5 Resultados quantitativos

Exibimos nesta secao os perfis de velocidade para as malhas com estrutura:
(6,18,20) com R = 55 para as condigoes de contorno de Dirichlet e de Neumann para
a velocidade, respectivamente e condi¢oes de contorno de Neumann e de Dirichlet
(6,18,30) com

R = 60 com as condicoes de contorno de Dirichlet para velocidade e de Neumann

para a pressao, respectivamente; e para a malha com estrutura:

para pressao.
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6.5.1 Para a malha (6,18,20) com R = 55 com condicoes de

contorno de Dirichlet para velocidade e de Neumann

para pressao

Para 0 = 5,10,15 e 20°

0.8 y
—F
0.6 | — G | H
—H
0.4 | . .
0.2 | i |
0 L
0 5 10 15 0 5 10 15
(a) 6 =5 ¢ ¢ = 0° (b) 6 =10° ¢ ¢ = 0°

0.8 y

0 5 10 15 0 5 10 15

() =15e ¢ =0° (d)§=20°e¢=0°

Figura 6.16: Perfis 6 = 5,10,15 e 20° e ¢ = 0° para R = 55 com condicoes de

contorno de Dirichlet para velocidade e de Neumann para pressao

103



Para 0 = 40,60, 80 e 90°

5

10
(a) 6 =40° e ¢ = 0°

15

T

—F

— G
— —H

Figura 6.17: Perfis 8 = 40,60,80 e¢ 90° e ¢ = 0° para R = 55 com condigoes de

5

10

(c) 6 =80° ¢ d=0°

15

0.5

—10

|

- F
— G
- —H

|

10

(b) 0 =60° e ¢ = 0°

15

T

—F

— G
- —H

0 5

10

15

(d) 6 =90° e ¢ = 0°

contorno de Dirichlet para velocidade e de Neumann para pressao
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6.5.2 Para a malha (6,18,20) com R = 55 com condicoes de
contorno de Neumann para velocidade e de Dirichlet

para pressao

Para 0 = 5,10,15 e 20°

_F I
—G | 1
. H H
0.5 |- . |
0 | | | |
0 5 10 15 0 5 10 15
(a)9:5°e¢:0° (b)9:10°e¢:0°
1 T
—F
S—e
gl
0.5 - —
0 | | | |
0 5 10 15 0 5 10 15
(0)0:15°e¢:0° (d)Q:QOOe(b:OO

Figura 6.18: Perfis 6 = 5,10,15 e 20° e ¢ = 0° para R = 55 com condicoes de

contorno de Neumann para velocidade e de Dirichlet para pressao
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Para 0 = 40,60, 80 e 90°

0 5 10 15 0 5 10 15
(a) 0 =40°e ¢ =0° (b) 8 =60° e ¢ =0°
0 —F | 2| —F |
e —G
—5 |- — —H || 0 ____ _HBH
_9 |
—10 |- . 4| |
767 ]
15 L | I
0 5 10 15 0 5 10 15
(c) 0 =80°e ¢ = 0° (d) 0 =90° e ¢ = 0°

Figura 6.19: Perfis 6 = 40,60,80 e 90° e ¢ = 0° para R = 55 com condigoes de

contorno de Neumann para velocidade e de Dirichlet para pressao
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6.5.3 Para a malha (6,18,30) com R = 60 com condicoes de

contorno de Dirichlet para velocidade e de Neumann

para pressao

Para 0 = 5,10,15 e 20°

0.8 y : 0.8 N ,
—F —F
0.6 |- —G | 0.6 |- —G |
— - — -
0.4 - - 0.4 - -
0.2 - - 0.2 |- -
0 0
| | | | | |
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
(a) 0 =5°e p=0° (b) 6 =10°e ¢ =0°

| | | | | |
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

(€)f=15e ¢ =0° (d)§=20°e¢=0°

Figura 6.20: Perfis ¢ = 5,10,15 e 20° e ¢ = 0° para R = 60 com condicoes de

contorno de Dirichlet para velocidade e de Neumann para pressao
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Para 0 = 40,60, 80 e 90°

02, g) 1‘0 1‘5 20
(a) 0 =40°e ¢ =0° (b) # =60°e ¢ =0°
0 ‘ —F | —
-G —G
-2 —— —H || 0 —
4| |
_5 - |
—6 I N
-8 | | | | | |
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
(c) 0 =80°e =0 (d) 6 =90° e ¢ = 0°

Figura 6.21: Perfis 8 = 40,60,80 e 90° e ¢ = 0° para R = 60 com condigoes de

contorno de Dirichlet para velocidade e de Neumann para pressao

Os perfis exibidos nas Figs. e mostram que a fungdo H nado tem o
comportamento encontrado na solugao analitica, em que tende assintoticamente para
um valor constante fora da camada limite. Isto é devido a condicao de contorno de
Dirichlet que obriga o valor de H ser nulo na fronteira externa. A Fig. mostra
que com a imposicao da condicao de contorno de Neumann a funcao H tende ao
valor esperado da solucao analitica.

Nas Figs. [6.16] [6.20] e [6.18], as funcoes I’ e G apresentam bons resultados, mas
a partir de um certo raio a funcao F' torna-se negativa para equilibrar o balanco de
massa. Note que para as condigoes de Neumann (Figs. e essa inversao de
sinal da funcao F' é muito menor e ocorre para angulos superiores aos das condi¢oes

de Dirichlet (ver Figs. [6.1656.21))
Para angulos préximos de 90° a solucao se afasta da solugao analitica devido a

condicao de contorno de pressao constante em 6 = 90°.

6.5.4 Comparacao dos resultados quantitativos

Os dados exibidos nas Tabs. 6.8 indicam para F' o maior valor do perfil, para
G o ponto inicial e para H o menor valor do perfil que deveria ser o valor assintético

fora da camada limite.

108



Tabela 6.1: Comparacao de malhas e condi¢oes de contorno para 6 = 5°

Malha Malha Malha
(6,18,20), (6,18, 20), (6,18, 30),
Perfis | Resultados R =55, R =55, R = 60,
em 2D t=15.0, c.c. t =15.0, c.c. t =15.0, c.c.
Dirichlet em v Neumann em v Dirichlet em v

F 0.01575 0.01326 0.0132 0.0131
G 0.08715 0.08682 0.0868 0.0868
H -0.8832 -0.7727 -0.9351 -0.7817

Tabela 6.2: Comparacao de malhas e condicoes de contorno para 6 = 10°

Malha Malha Malha
(6,18, 20), (6,18, 20), (6,18, 30),
Perfis | Resultados R =55, R =55, R = 60,
em 2D t =15.0, c.c. t =15.0, c.c. t =15.0, c.c.
Dirichlet. em v Neumann em v Dirichlet em v

F 0.03135 0.02871 0.0286 0.0285
G 0.01737 0.1710 0.1710 0.1710
H -0.8796 -0.7510 -0.8607 -0.7688

Tabela 6.3: Comparacao de malhas e condicoes de contorno para 6 = 15°

Malha Malha Malha
(6,18, 20), (6,18, 20), (6,18, 30),
Perfis | Resultados R =55, R =55, R = 60,
em 2D t =15.0, c.c. t = 15.0, c.c. t =15.0, c.c.
Dirichlet em v Neumann em v Dirichlet em v

F 0.04663 0.0409 0.0412 0.0401
G 0.2589 0.2500 0.2500 0.2500
H -0.8734 -0.7318 -0.9030 -0.7423

Tabela 6.4: Comparacao de malhas e condi¢oes de contorno para 6 = 20°

Malha Malha Malha
(6,18, 20), (6,18, 20), (6,18, 30),
Perfis | Resultados| — p _ 55 R = 55, R = 60,
em 2D t = 15.0, c.c. t = 15.0, c.c. t = 15.0, c.c.
Dirichlet em v Neumann em v Dirichlet em v

F 0.0615 0.05505 0.0554 0.0545
G 0.34205 0.3214 0.3214 0.3214
H -0.8649 -0.6740 -0.7984 -0.6976
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Tabela 6.5: Comparacao de malhas e condicoes de contorno para 6 = 40°

Malha Malha Malha
(6,18,20), (6,18, 20), (6,18, 30),
Perfis | Resultados R =55, R =55, R = 60,
em 2D t=15.0, c.c. t =15.0, c.c. t =15.0, c.c.
Dirichlet em v Neumann em v Dirichlet em v

F 0.1134 0.0935 0.0958 0.0932
G 0.6428 0.4924 0.4924 0.4924
H -0.8058 -0.4622 -0.5741 -0.5165

Tabela 6.6: Comparacao de malhas e condicoes de contorno para 6 = 60°

Malha Malha Malha
(6,18, 20), (6,18, 20), (6,18, 30),
Perfis | Resultados R =55, R =55, R = 60,
em 2D t =15.0, c.c. t =15.0, c.c. t =15.0, c.c.
Dirichlet. em v Neumann em v Dirichlet em v

F 0.1458 0.1289 0.1226 0.1415
G 0.8660 0.4330 0.4330 0.4330
H -0.7057 -0.9924 -1.5592 -2.0140

Tabela 6.7: Comparacao de malhas e condicoes de contorno para 6 = 80°

Malha Malha Malha
(6,18, 20), (6,18, 20), (6,18, 30),
Perfis | Resultados R =55, R =55, R = 60,
em 2D t =15.0, c.c. t = 15.0, c.c. t =15.0, c.c.
Dirichlet em v Neumann em v Dirichlet em v

F 0.1451 0.1234 0.0117 0.1323
G 0.9848 0.1710 0.1710 0.1710
H -0.5570 -0.2284 -0.0060 -0.2515

Tabela 6.8: Comparacao de malhas para e condi¢oes de contorno 6 = 90°

Malha Malha Malha
(6,18, 20), (6,18, 20), (6,18, 30),
Perfis | Resultados| — p _ 55 R = 55, R = 60,
em 2D t = 15.0, c.c. t = 15.0, c.c. t = 15.0, c.c.
Dirichlet em v Neumann em v Dirichlet em v

F 0.1305 0.3215 0.0000 0.3471
G 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
H -0.4540 -1.7561 -1.7421 -1.9978
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Podemos inferir, das Tabs. 6.5, que aumentando o dominio do problema (au-
mentando proporcionalmente o nimero de pontos da malha) os resultados sdo me-
lhores, em que a fungao H se aproxima do valor minimo estacionario e a funcao F' se
aproxima do valor maximo, reduzindo os valores negativos de F'. Para angulos mai-
ores o efeito da recirculagao torna os resultados mais distantes da solucao analitica,
como pode ser observado nas Tabs. [6.6H6.8|

Assim, para que os resultados quantitativos sejam mais satisfatérios propomos
aumentar o dominio na direcao 6 de forma que a recirculagao introduzida pela

condicao de contorno de pressao constante ocorra para angulos maiores que 90°.
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Capitulo 7
Conclusao

O campo hidrodinamico, ou seja, os perfis de velocidade logrados para os varios
angulos de 6 (angulo meridional), obtido para o escoamento do fluido com viscosi-
dade variavel pelo eletrodo semi-esférico rotatério se mostrou idéntico ao escoamento
com fluido de viscosidade constante.

Os perfis de concentracao obtidos para varios angulos de ¢ para este problema
foram semelhantes aos obtidos para o escoamento do fluido com viscosidade varidavel
sobre o disco rotatério.

Observamos que apesar da igualdade nos perfis de velocidade, a equagao do
transporte de espécie quimica, acoplada as equagoes de quantidade de movimento
e da continuidade, exerce influéncia nas derivadas de primeira e segunda ordem
das funcoes F' e G nas proximidades da semi-esfera, porém quando observadas as
derivadas de H a influéncia é menor.

Apesar das equacgoes terem sido deduzidas para o nimero de Reynolds alto
(hipétese da camada limite), na simulagdo numérica através do método dos ele-
mentos finitos existem restricoes aos valores maximos de Re para os quais se pode
obter uma solucao em regime permanente, seja por problemas de estabilidade hi-
drodindmica do préprio escoamento e/ou por problemas de estabilidade numérica.

Os resultados mais satisfatorios foram obtidos com Re = 40, que é relativamente
baixo para hipoteses de camada limite.

No entanto, a concordancia dos resultados é suficientemente boa para angulos
0 de 45°, principalmente no caso da condicao de contorno de Neumann para a
velocidade. Para angulos maiores o efeito da condicao de contorno produz uma
recirculagao proximo a regiao de saida, afastando os resultados numéricos da solugao
analitica.

Desta forma, para a obtencao de resultados quantitativos mais satisfatérios, em
termos numéricos, propomos aumentar o dominio na direcao 6 de tal forma que a
recirculagao introduzida pela condi¢ao de contorno de pressao constante ocorra para

angulos maiores que 90°.
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Apeéendice A

Sistemas de EDOs das séries de

poténcias - Viscosidade constante

Neste capitulo apresentamos os sistemas de equacoes diferenciais ordinarias ob-

tidos por Godinez[5] através do método de séries de poténcias de 6.

A.1 Simplificacao das equacoes pela teoria da Ca-

mada Limite

Nesta secao simplificamos as equacoes completas da quantidade de movimento
e da continuidade para um fluido com viscosidade constante em equacoes sob a
hipotese de camada limite.

Esta simplificagao serd chamada de adimensionalizagao. Sendo assim, conside-

remos as seguintes variaveis adimensionais para o sistema de coordenadas esféricas

(r,0,0):

= e U . _ D LT

U7 T—Va :W e r 5

Observagao 1: Antes de iniciar a adimensionalizagao devemos trocar o r que nao

« _ YUp
Ugs_ﬁu p

possui dependéncias por ry pois este é uma constante e até mesmo fora da camada
limite, i.e., r = ro + 1/, como r’ << rg entao r = rg.

Observagao 2: Consideramos o termo vy, porém como nao ha variacao em relagao
a este termo nao consideramos as derivadas em relacao a vy.

Observacao 3: Nao ha variacao em relacao a variavel t-tempo, pois trata-se de

um escoamento em regime estacionario.
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A.1.1 Equacao da Continuidade

Seja a Equacao da Continuidade em coordenadas esféricas:

10 1 0
2 0r o) g rsend 00 ggvesend) = 0.

Pela Obs. 1, temos:

1 0
rosend 9 o5end) = 0

10
2
_28_<TOUT> +—
o
Substituindo as varidveis adimensionais:

V ov Uu o
S or t osend rosenf 00 7g (Vesend) =0,

multiplicando a equagao por §/V, temos:

ov ou 0
or* T Y rosend Vrosen 00 agvesend) =0,

definindo dU/Vry = 1, logo:

* *
ovr  Ovy

or* 00

5 =0. (A.1)
Através da Eq.(A.1)) obtemos os termos que sdo preservados sob a hipdtese da
camada limite. Desta forma, a equacao dimensional da continuidade é dada por:

ov,. L 1 809 cot 0
or To 89 To

Vg = 0. (A2)

A.1.2 Equacao de Navier-Stokes na direcao da componente

0

Seja a equagao de Navier-Stokes na direcao da componente 6:

vy vy Uy 8119 Vg % V,Vp U; cot 6 _1dp

E—FUTZ?_—F r 00 +rsen0 0¢ r r prod
10 [ ,0v 1 0 Ovg 1 %y 2 0v,
—— | rr—= _ — —+—=—- (A,
Y {7“2 or (T or ) * r2send 00 ( nf 06 > r2sen20 02 * r? 00 (4.3)
Vg 2cost Ovy
r2sen20  r2sen2d 9o
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Através das observagoes chegamos a seguinte equagcao:

Ovg U98U9+UTUQ_U§COt9: 1 Op 1/[1 0 (7‘3%)

"o Troe T o pro0e TV 2ar 000

1 0 (sene%) N 2 Ov, Vg } |

r2senf 00 a0 1200  risen2d

Ao substituir as varidveis adimensionais encontramos:

* * * *2 *
ﬂvrave N U?v} Ovj N ﬂv:vg B U?vs” cot § _ _pU?9p
or* ro 00 ro ro pro 00

4]
y[i 0 <r[2)8v9> N Uu o <sen96v9> +2V81)T Uv; }

52r2 r* \ °ar* ) " rZsend 80 80 ) " 2 80  r2sen®d

Multiplicando ambos os lados da equacao por §/UV e considerando dU/Vry = 1

da equacao da continuidade, obtemos:

I 11 117 v \%
v*_f)ve + vy 0v; + —vivy —cot v” = — o +
"ot 000 Ty T ¢ 90
VI VII VIII IX

v vr v 1 8 o RN
9 (s 0o 0)+2 , 9

Vo or2 12 Vssend 90 90 ) VUV 90 T 72 Ve risen?d

Os termos I, 11,1V e V sdo de O(1), pois sao constituidos apenas por variaveis
adimensionais. O termo II] pode ser descartado pois, por hipétese, d/ry << 1.
Entre os termos viscosos, o termo VI é de maior ordem e, portanto, é considerado
de ordem 1. Logo, v/V§ = O(1), entdo §/ro = O(1/Res), onde Res = Ud/v.
Como, por hipdtese, §/ry << 1 ent@o os termos de ordem Re;", com n > 0 podem
ser descartados. Portanto, os termos VII e I X que sao O(RegZ) e o termo VIII
que é de ordem Rej;* sdo descartados.

Portanto, sob a hipotese da camada limite, a Eq. simplificada é dada por:

* *
* avé * 61)9

9% op* 0%
or< % 90

o0 Vo

— v:f cotf = (A4)
Avaliamos o gradiente de pressao fora da camada limite, desta forma obtemos a

seguinte simplificacao:
81); *2 8p*
op U0 ="

pois, nao existe variacao em r fora da camada limite. Temos também que: vy =0 e

Vg

vy = 0 fora da camada limite logo:

op*
00

= 0. (A.5)

117



Portanto, através das Eqgs.(A.4]) e (A.5) obtemos os termos que sado preservados
sob a hipdtese da camada limite. Desta forma, a equacao dimensional de Navier-
Stokes na componente 6 tem a forma:

81}9 Vo 81)9 cot 0 8 (o

U(z)_y

UTE + ro 00 To or?’

(A.6)

A.1.3 Equacao de Navier-Stokes na direcao da componente

¢

Seja a equagao de Navier-Stokes na direcao da componente ¢:

Ovg (9% Vg Ovg vy OV VgUp  UVpUg B 1 0Op
ot v or T 90 rsend 0¢ r * r cotd = prsent 0o

19 [ ,0vus 1 90 g 1 %o Vg
—— — 0 - A.
Y {rz or (r or ) * r2send 00 (sen 00 ) * r2send 0¢? 7’2sen0Jr (A7)

2 %+ 2cosf % n
r2senf Op  r2sen2d ¢ 9e-

Aplicando as observagoes obtemos:

0 0 . 10 0
Yo YoV | Tolr | 0% ot g =y {—— <7‘§&)

ar 1o 00 To To
1 0 8U¢ Vg
r2senf 00 (sen& a0 ) a r%senﬁ} '

Substituindo as variaveis adimensionais temos:

UV 9% + UPvj 903 + vy ViU + U—2(:ot Qupuy, = v Li 29%
5 o ro 00 1o Yo 070 7 | 622 O "0 g

Uu o av¢ U N
Zonf 90 \ 200 7ond % |
rgsend 00 90 ) risend

Multiplicando ambos os lados da equagao por §/UV e considerando 6U/Vry = 1

Uy

da equacao da continuidade, encontramos:

I 11 IIr
A v
81}* Lo

*
7‘

¢> 0 x>
+ —v sUr +cot Bugug =

Vv VI VII

— - - - % ~
v 0% v 1 0 93% v o1 .
e —_———

00

V6§ Or+2 + r2 V senf 00 re Ve senf Yo

Os termos I, 11 e IV sdo de O(1), pois sao constituidos apenas por varidveis

adimensionais. O termo I1] pode ser descartado pois, por hipétese, d/rg << 1.
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Entre os termos viscosos, o termo V' é de maior ordem e, portanto, é considerado de
ordem 1. Logo, v/Vd = O(1), entao d/rg = O(1/Res), onde Res = Ud/v. Como,
por hipétese, d/rg << 1 ent@o os termos de ordem Reg2 podem ser descartados.
Assim, os termos VI e VII sao descartados.

Portanto, sob a hipdtese da camada limite, a Eq. simplificada é dada por:

v’ v’ v}
vy arf + vga—; + cot fuguy = V@r_*? (A.8)

Através da Eq.(A.8) obtemos os termos que sdo preservados sob a hipdtese da

camada limite. Desta forma, a equacao dimensional da continuidade tem a forma:

Uy (381:5 + z—Z%U; + CC;ZHW% = V%?j. (A.9)
A.2 Metodologia
Em coordenadas esféricas, as equacoes da camada limite sao dadas por:
887;’“ + r—lo% + C(;zevo ~ 0 (A.10)
Uy 6;; + :—za;; + C(:;evg% = 1/882;;, (A.12)

onde v,, vy e v, sao as componentes do vetor velocidade nas diregoes r, 0 e ¢,
respectivamente; ry é o raio da semi-esfera e v a viscosidade cinematica.

A Eq. trata-se da equacao da continuidade e as Eqs. e tratam-
se das equacoes da quantidade de movimento.

As componentes da velocidade podem ser expressas como:

vg = 1oQLF(0,n), (A.13)
vy = 10QG(0,n), (A.14)
v = (veQ)'2H(0,m), (A.15)

onde € é a velocidade angular.

Substituindo as componentes da velocidade dadas pelas Eqs. (A.13])-(A.15) no
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conjunto de equagoes (|A.10))-(A.12) obtemos as seguintes formas adimensionalizadas:

OH OF

8_77 + 90 +cotF = 0 (A.16)
OF oF OPF
H— 4+ F— _ C | p—— Al
an + 20 cot 0G v P 0 (A.17)
oG oG 0*G
H—+F— FG = v'— = Al
an + 20 + cot OFG v o 0, (A.18)

onde 1 e v* sdo varidveis adimensionais definidas por: n = (Q/ I/oo)l/ 2 (r—rmp) e
v* = /Uy, Tespectivamente.

O trabalho de Godinez[5] abordava um fluido com viscosidade constante. Assim,
a variavel v* é uma constante igual a 1. Portanto, o conjunto de Eqs. —

toma a seguinte forma:

OH OF
£ + 20 +cotF = 0 (A.19)
oF OF PPF
H— 4+ F— —cotG? = — A.20
on " T o (4.20)
oG  _0G G
H— + F— FG = — A21
n + 20 + cot OFG o ( )

As funcoes F, G e H e cotf expandidas em série de poténcias de 6 sao dadas,

respectivamente, por:

0,n) = O0F(n)+ 0*Fs(n) +0°F5(n) + 0" Fy(n) + ... A.22
G(0,1m) = 60G1(n) +0°Gs(n) + 6°Gs(n) + 67G7(n) + ... A.23
6,1)

(

(
= Hy(n)+ 60*Hs(n) + 0*Hs(n) + 6°H;(n) + ... (A.24
1 6 6 20° g7 20°  13820" (

O 3 45 945 4725 93555 638512875

)
)
)
A.25)

Substituindo as séries (A.22)-(A.25) limitadas até o décimo termo de cada e

igualando as mesmas poténcias de 6 obtemos os sistemas de equacgoes diferenciais
acopladas exibidos na Secao a Secao [A.12]

A.3 Primeiro sistema (¢° e 6')

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de §° e 6! é dado por:

H, +2F = 0
F/ —HF - F}+ G = 0
Glll—HlGll—QFlGl - O
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A.4 Segundo sistema (6% e 6°)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6% e 62 é dado por:

F
Hy+4F; = ?1
G2
FY — H\Fy — H3F] — 4F F3 +2G1G3 = ?1
are
Gg—HlGé—HgG/l—4Fng—2F3G1 = - 13 1.

A.5 Terceiro sistema (6* e 6°)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6* e 6> é dado por:

F  F
H.+6F; = L4+
5+ 6F5 45—|— 3
G2 2G,G
Fy — H\Fy — HsF{ — 61, F5 + 2G1G5 = H3F§+3F32—G§+4—51+%
FGs FG, KRG
GY — H\GS — H5G, — 6F 1G5 — 2F5Gy = HsGlYy + 4F3Gy — 133— 331_ 11151_

A.6 Quarto sistema (6° e §7)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6% e 7 é dado por:

F, Fy 2F
H. +8F, =-°2 23,1
TS =t s T o
F7// - HlFé - 8F1F7 + 2G1G7 - H7F1/ == HgFé + H5Fé + 8F3F5 -
2G1Gs G 2G1Gs5  2G2
Tt Yo

2G3Gs +

G,7/ - HlG; - H7G,1 - 8F1G7 - 2F7G1 = HgG/5 + H5Gg + 6F3G5 + 4F5G3 -
F3G3 F1G5 F5G1 Fng F3G1 2F1G1

3 3 3 45 45 945
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A.7 Quinto sistema (0° e 6”)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6% e §° é dado por:

H +10F, — F +2F3_|_F5+F7
9 974725 T 945 T 45 3

Fy — HiFy — HyF| — 10F\ Fy + 2G1Gy = H3F} + H5F} + HyFy + 10F3Fy + 5F; —
2G1G;  2G3Gs  2G1Gs G2 4G1Gs3  G?
2G3Gy — G 4 1 T8 SPOE | TS e L

3 3 45 45 945 4725

G G G F.G PG FiG
6F5G5 + 4F;G3 — 1T 238 53 U1 1G5 3G3

B B B Gy
3 3 3 3 45 45 45
2F1G3 2F3G1 B FIGI

945 945 4725

A.8 Sexto sistema (6 e 6')

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6'° e §1! é dado por

2F; F: 2Fs Py K
H, +12F, = 1 3 5 7 9

03555 4725 " 945 45 ' 3

F\ — H\F|, — H F] — 12F\Fy1 + 2G1G11 = H3Fy + H5F, + H:F, + HoF3+

2G,Gy  2G5G. G2 264G
12FyFy + 12Fs Fy — 2G3Gg — 2G5Gr -+ ;) 2 4 ; r ?5+ 415 L
2G3Gs | 461G 2G§+2G1G3+ 2G2

45 945 | 945 ' 4725 ' 93555

Gy — HhGy — HnGy — 12RGy = 2FuGh = HyGy + H5Gr + HiGy + oGyt
Gy FG; Gy FG
AFyGs + 6F:Gs 4+ 8FGr + 10FyGy — —L20 _ 2371 7575 778

3 3 3 3
FgGl F1G7 _ F3G5 - F5G3 _ F7G1 _ 2F1G5 _ 2F3G3 _ 2F5G1_
3 45 45 45 45 945 945 945
FIGS F3G1 2F1G1

4725 4725 93555
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A.9 Sétimo sistema (0% e 01%)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6'2 e #12 ¢ dado por:

1382F, 9F, F  2F, F, Fy,
H .+ 14F,; = o,
18 T A8 = 0875 T 93555 4725 T 945 | 45 | 3

Fliy — HiFly — HisF| — 14F, Fy3 + 2G1G13 = HyFly + H3F) + HyFh + HyFl+

2G,G

Hy\ F} + 14FFyy + 14FFy + TF? — 2G3Gy — 2G5Go — G2 + 13 =5

2G5Gy  2GsGr 261Gy 2GsG; G2 AGIGr  4GsGs  2G1Gs G2
39+57+19+37+5+17 3Y5 1Y5 3

3 3 15 5 15 o4 045 4725 4725
IGhGs 13822

93555 + 638512875
Gy — H1Gy — Hi3G) — 14F1G13 — 2F 3Gy = H3GY, + HsGy + H;G + HyGi+

3 3
FsGr FrGs  FyGs; PG FiGy  I3Gr  F5Gs  FrGs  FyGy

"G G
Hlng + 12F3G11 -+ 1OF5G9 + 8F7G7 + 6F9G5 + 4F11G3 At 3Gg

3 3 3 3 45 45 45 45 45
2F1G7 . 2F3G5 2F5G3 2F7G1 F1G5 F3Gg F5G1 2F1G3_

945 945 945 945 4725 4725 4725 93555
2FG,  1382FG4

93555 638512875

A.10 Oitavo sistema (9! e 6%)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de #'* e *° ¢ dado por:

4F1 4 1382F3 4 2F5 4 F7 4 2Fg I F11 I F13
18243225 638512875 93555 4725 945 @ 45 3
Fs — HiF|y — Hi5F] — 16F 1 Fi5 + 2G1G15 = H3F|3 + HsF|, + H. Fy + HoFo+
H11F5/ + ngFé + 16F3F13 + 16F5F11 + 16F7F9 — 2G3G13 — 2G5G11 — 2G7G9+
2G1G 2G3G 2G5Gy  GZ2  2G\G 2G3Gy  2G5G7  4GHG
113+311+59+_7+111 3L9 547 199

3 3 3 3 45 45 45 945
4G5G 2G:  2G,G 2G3Gy  4G1G 2G?2 2764G,G 4G?
s | 2bs | 2nbr | 2bebs | 2nbs 3 1G3 1

945 945 4725 4725 93555 93535 * 638512875 = 18243225
G5 — HiGs — Hi5G, — 16F1G15 — 2F15Gy = H3G'5 + HsGY, + H:Gy + HoG"+

Hiy +16F; =

Hlng + ngGg + 14F5G 15 + 12F5G11 + 105Gy + 8FyGr + 6F11Gs + 4F13G5—
F1G13 F3G11 F5G9 F7G7 _ F9G5 F11G3 F13G1 FlGll F3G9

3 3 3 3 3 3 3 45 45
F5G7 . F7G5 . F9G3 . F11G1 . 2F1G9 B 2F3G7 . 2F5G5 . 2F7G3_
45 45 45 45 945 945 945 945

2F9G1 F1G7 F3G5 F5G3 F7G1 2F1G5 2F3G3 2F5G1

945 4725 4725 4725 4725 93555 93555 93555
1382F,G5  1382F3G4 are

638512875 638512875 18243225
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A.11 Nono sistema (0% e 6'7)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6'6 e 917 ¢ dado por:

3671F, 4F3 1382 F5% 2F; Fy 2F1
H! 18F 7 =
17t T 162820783125 | 18243225 +638512875 +93555 +»4725_+ 945-1L
Fs |, Py
45 3

F{t — HiF; — Hi7F| — 18F Fy7 + 2G1G17 = H3F{5 + H5F{3 + H7F}, + HoFy+
HF! 4 HisFL 4 HisFl + 18F3Fys + 18F3 Fis + 18F; Fyy + 9F2 — 2G5G1s—
2G1G 2G5G 2G5G 2G,G 2G1G

2G5 Chs — 267Gy — G2 4 201615 | 203Gy | 265G | 267Gy | 261G

3 3 3 3 45
2G3G11 1 2G5G9 G_% 4G1G11 4G3G9 4 4G5G7 2G1G9 2G3G7
45 45 45 945 945 945 4725 4725

G3 | 4G\Gr | 4GyG5 | 27T64G\Gs | 1382G3 8G, G

1725 03555 | 93555 | 638512875 638512875 | 18243225
3617G2

162820783125
Gy — H\G; — HisGy — 18F1Ghy — 2F1:Gy = H3G'5 + H5 Gy + Hi Gy + HoGo+
H\ G, + Hi3Gr + Hi5G5 + 16F3G 15 + 14F5Gh3 + 12F:Ghy + 10FyGo+

G FG FG F,.Gy FyG
8E Gy + 6F13Gs + 4F Gy — —212 3G13 5Gi1 7Go  LoGr

3 3 3 3 3
FuGs  FiGy  FisGi FiGiys FsGu I5Gy  FrGr FyGs
3 3 3 45 45 45 45 45
F11G3 B Fi3Gy B 2F Gy B 2F3Gy B 2F5G~ B 2F;Gs B 2FyG5 B 2F11G1_
45 45 945 945 945 945 945 945

F1G9 F3G7 _ F5G5 F7G3 FgGl 2F1G7 _ 2F3G5 2F5G3

4725 4725 4725 4725 4725 93555 93555 93555
2FG,  1382FGs  1382F3Gs  1382FxGy AF,Gs 4F3Gy

93555 638512875 638512875 638512875 18243225 18243225
36170,G,

162820783125
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A.12 Décimo sistema (6'° e 919)

O sistema de equacoes diferenciais para as poténcias de 6'® e 912 ¢ dado por:

87734 F 3617F; 4F5 1382 F%

Hiy+20Fy9 =
197 20019 = 38970205480125 | 162820783125 | 18243225 | 638512875
2F, | Fu 2Py  Fis  Fa

93555 * 4725 N 945 * 45 * 3
Fly — H F|y — HygF| — 20F Fig + 2G 1G9 = H3F|, + Hs5F|5 + H;F|3 + HoF|,+

Hi1 F) + HisFl + HisF, + HypFl + 20F3 Fyr + 20F5 Fis + 20F: Fyg + 20 Fy Fyy—

2G1G 2G3G 2G5G
2G3G17 — 2G5G15 — 2G7G13 _ 2G9G11 4 13 17 + ?:9) 15 X 53 13+

2G7G11 G_g 2G1G15 4 2G3G13 4 2G5G11 X 2G7G9 i 4G1G13 4G3G11
3 3 45 45 45 45 945 945
4G5Gy N 2G?2 n 2G1Gn n 2G5Gy N 2G5Gr n 4G1Gy n 4G3G;  2GE
945 945 4725 4725 4725 93555 93555 93555

2761G1Gr | 2764G5Gs | 8GiGs 1G3 | T231G:Gy

638512875 ' 638512875 ' 18243225 = 18243225 ' 162820783125
BTT34G2

38979295480125

G/1/9 - HlGllg - ngGll - 20F1G19 - 2F19G1 - HgG/17 + H5G/15 —|— H7G/13 —|— HQG/11+
H\ Gy + Hi3G% + Hi5GE + Hi7Gy + 18F3Gh7 + 16F5Gy5 + 14F:Gr3 + 12Fy Fyy+

G G F:G G
10F,;Go + 8F13G7 + 6F15Gs + 4F17Gy — — 17 3G 5Gis G

3 3 3 3
FoGy  FuGr  FiyGs  FisGy  FirGh FiGis F3Gis F5Gu
3 3 3 3 3 45 45 45
FrGy oGy FuGs  Fi3Gs  FisGi 2F\Giy 235G 285Gy
45 45 45 45 45 945 945 945
945 945 945 945 4725 4725 4725 4725

F9G3 F11G1 2F1Gg _ 2F3G7 _ 2F5G5 2F7G3 2F9G1 1382F1G7

4725 4725 93555 93555 93555 93555 93555 638512875

1382F3Gs  1382F5G3 138217G,  4FGs ARGy 4Gy
638512875 638512875 638512875 18243225 18243225 18243225
3617F1G3 3617F5G 877341 G4

162820783125 162820783125  38979295480125°
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A.13 Resultados

As solugoes numéricas dos sistemas apresentados nas Segoes a obtidas
por Godinez[5] foram reproduzidas através de um cédigo numérico em MATLAB e

sao exibidas na Tab. [A.1l

Tabela A.1: Resultados dos sistemas de equagoes diferenciais com viscosidade cons-

nte, com legenda: — 4 termos, — 6 termos, — 8 termos, — 10 termos.
F G H
6.10-2 [ T T T ] 0.4
0.3 .
Para 4.1072 11 09 |
—2 | :
0 =20 | 210 0.1 :
0 | | I 0 | |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
0.15 0.8
0.6 .
Para 0-1 11 o |
0 =40° | 5-1072 1] o2f |
0 | | | 0 | |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
0.2 1
0.15 |- -] 08 h
Para 01 1] 06 :
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Apendice B

Cdédigo em MATLAB

Neste capitulo apresentamos o cédigo de uma funcao (construida em MATLAB)
para resolucao do sistema de EDOs dado na Sec. do Cap. |p| a resolucao dos
outros nove sistemas se d4 de forma analoga. Os resultados exibidos na Sec. 5.13
do mesmo capitulo sao dados por um script que soma os resultados das funcoes
realizadas no MATLAB.

% Solugao do sistema de equacgoes diferenciais lineares %
% %
% Esta fungao tem por objetivo solucionar o sistema de EDOs %
% acoplado (Eqs. da continuidade, do movimento e transporte de %
% espécie quimica). %
% %
%  Autores: Rachel Lucena %
% José Pontes %
%
% Data: 18 de julho de 2012. %

tic

Dados de entrada
Y%7% L eh o comprimento da malha.
%7% Recomendado: L=20;

0/07/0/07/0/0707/0707/07/070/0707/07/070/07/07/0/07/07/0/070/07/070

Y%7% nptos eh o numero de pontos da malha.
Y%7% Recomendado: nptos=800;

%% itemax eh numero maximo de iteracoes da aplicagdo da corregdo.
%7% Recomendado: itemax=1000;

%% epsilon eh o valor do erro.
%7% Recomendado: epsilon=10"(—8);

%7%% p eh o valor da porcentagem da corregao.
%% Recomendado: p=0.1;

%7%% Sc numero de Schimdt
%%% Sc recomendado Sc=2000
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%7% cont eh o uso dos dados de uma simulagdo anterior

%7% Se cont==0 utiliza c.i. do programa,
%% anterior .

se nao utiliza da simulacgao

WITTTTSTITTTSSIITTTSS Calculo de algumas constantes WOSSIITTSSSIITTTSSIITTo
dx = L/(nptos—2); %% Variacdo entre cada ponto

dl=1/(2%dx); %% Constantel que multiplica as derivadas
d2=1/(dxx*dx); %% Constante2 que multiplica as derivadas
m=0.81315; %%% Constante de Nu

x=—dx /2:dx:L+dx /2; %% Intervalo dos pontos para plotagem dos perfis

WITSIIIIS Construgao dos vetores: F1,G1,HI1,r

,X e da matriz A YWOTTTSIITTSSo

global F1 Gl H1 Cl1 D1F1 D1Gl1 D1H1 D1C1 D2F1 D2G1 D2H1 D2C1

Fl=zeros (nptos,1); 7%

Gl=zeros (nptos,1); %7%% Construcao dos vetores F1,G1,H1,C1
Hl=zeros (nptos,1) ; T7%

Cl=zeros (nptos,1); VAL

Nul=zeros (nptos,1);

dNul=zeros (nptos,1);

b=zeros (4*nptos ,1) ; %%% Construgao do vetor b

r=zeros (4*nptos ,1); %%% Construgao do vetor r

A=zeros (4xnptos ,4xnptos); %%% Construgao

da matriz A

X=zeros (4+*nptos,1); %%% Construgao do vetor X
D1Fl=zeros (nptos,1); %7%% Construgao dos vetores das
D1Gl=zeros (nptos,1); %% derivadas de primeira ordem
Dl1Hl=zeros (nptos,1) ; P77 F1, G1, H1, C1
D1Cl=zeros (nptos,1) ; VL)

D2F1=zeros (nptos,1); %7% Construcao dos vetores das
D2Gl=zeros (nptos ,1); %% derivadas de segunda ordem
D2Hl=zeros (nptos ,1) ; 9%7% F1, G1, H1, C1
D2Cl=zeros (nptos,1) ; T7%

YITTIITIS Condigoes iniciais das fungdes F1,

Gl, Hl e Cl1 WITITTISIIIITTSo

%% C.1. de F1,G1,H1 utilizando o resultado da Viscosidade Constante %%%

funcaoVl=load (’DadosSistemal .mat’) ;

%F1=funcaoV1.F1; Gl=funcaoV1.Gl;

if (size(funcaoV1.F1,1)=nptos)
Fl=funcaoV1.F1(1l:nptos,:);
Gl=funcaoV1.Gl(1:nptos,:) ;
Hl=funcaoV1.H1(1:nptos,:);

else
nptosOld=size (funcaoV1.F1,1);
XX=(((1l:nptos)—1)*(nptosOld —1)/(nptos
Fl=interpl (funcaoV1l.F1,XX);
Gl=interpl (funcaoV1.G1,XX);
Hl=interpl (funcaoV1l.H1,XX);

0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0
C1(1,1)=1+dx/2;
C1(2,1)=1-dx/2;

Hl=funcaoV1.Hl1;

-1)+1) 7

Condigdes iniciais de Cl YWITTTTISITTTISSIITTIo

WITTSTSTITTSSTIITIIS Condigoes de contorno do residuo YWOSTITTSSIITTSSSIIIT o

r(1,1)=0; r(2,1)=0;

r(4xnptos —3,1)=0; r(4*nptos—2,1)=0; r (4%
YTTTTTTITTTTIITITS Condigoes de contorno da
A(1,1)=1; A(1,5)=1;
A(2,2)=1; A(2,6)=1;

128

r(3,1)=0; r(4,1)=0;
nptos —1,1)=0; r(4*xnptos,1)=0;
matriz A WITTTTITTTTIITTTIISSo



104

109

122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135

137
138

140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150

for

end

TITISSTTITIIISTTTIIISTITIS Inicio das iteragdes

A(3,3)=1; A(3,7)=1;

A(4,4)=1; A(4,8)=1;

A(4xnptos —3,4+xnptos —7)=1; A(4xnptos —3,4xnptos —3)=1;
A(4xnptos —2,4«nptos —6)=1; A(4xnptos —2,4xnptos —2)=1;
A(4xnptos —1,4«nptos —5)=—1; A(4xnptos —1,4«xnptos —1)=1;
A(4xnptos,4xnptos —4)=1; A(4xnptos ,4xnptos)=1;

070 070

i=5:4:4«nptos—7
b(i,1)= 0;%10"(—0);
b(i+1,1)= 0;%10°(—0);
b(i+2,1)= 0;%10°(—0);
b(i+3,1)= 0;

=i+

for k=1:itemax

0/0/07/070/0/07/0707 0707070707/ 070/0/07/0707 0707070/ 070/07/0

Calculo do Residuo WTTTIITSITSISISITITSITS

for i=2:(nptos—1)
qi=4x*i;
Nul(i,1)=exp (m*C1(i,1));
dNul(i,1)=m+Nul(i,1)*dl*(—C1(i—1,1)+C1(i+1,1));
%
r(qi —3,1)=d1%(—H1(i —1,1)+H1(i+1,1))+2+F1(i,1);
%
r(qi—2,1)=d1*dNul (i ,1)*(—F1(i —1,1)+F1(i+1,1))...
+d2#Nul (i,1)#(F1(i—1,1)—2+F1(i ,1)+F1(i+1,1)) ...
—d1#H1(i,1)%(=F1(i —1,1)4F1(i+1,1))—F1(i,1)"2 + G1(i,1) "2;
%
r(qi—1,1)=F1(i,1)*C1(i,1)+d1+dNul(i,1)*(—G1(i—1,1)+G1(i+1,1))...
+d2Nul (i ,1)*(G1(i—1,1)—2xG1(i,1)+G1(i+1,1)) ...
—d1#H1(i,1)%(—G1(i —1,1)4G1(i+1,1))—2«F1(i,1)*G1(i,1);
%
r(qi,1)=1/Nul(i,1)*d2*(C1(i—1,1)—2+C1(i,1)+C1(i+1,1))...
—d1"2#m/Nul (i ,1)*(—C1(i —1,1)+C1(i+1,1))"2
—Sewdl#H1(i,1)*(—C1(i—1,1)4C1(i+1,1));
end
YWIITSTITIIIIIIISe Calculando as entradas da Matriz A WISTIITSSITITISISIS
for i=2:nptos—1
qi=4x*i;
aj2=4x(i-2);

Nul(i,1)=exp (m*C1(i,1));
dNul (i,1)=mNul(i,1)*dl*(—C1(i —1,1)+C1(i+1,1));
YOTTIITIIIIIITT Primeira Equacio YWITIITTITIIIS
A(qi—3,qj2+3)=d1;
A(qi—3,qj2+5)=2;
A(qi—3,qj2+11)=d1;
YWITITTITTITIIe Segunda Equacio WIITTITIIIIT,

A(qi—2,qj24+1)=d2*Nul(i,1)—d1+dNul(i,1)+d1«H1(i,1);
A(qi—2,qj24+4)=m*Nul(i,1)*d1"2+(—-F1(i—1,1)4F1(i+1,1));
A(qi—2,qj2+5)=—2+d2*Nul (i ,1)—2«F1(i,1);
A(qi—2,qj2+6)=2+G1(i,1);
A(qi—2,qj247)=d1*(=F1(i—1,1)4F1(i+1,1));
A(qi—2,qj2+8)=m*dNul(i,1)*dl*(—F1(i—1,1)4F1(i+1,1))...

4mxNul (i,1)*d2#(F1(i —1,1)—2«F1(i,1)+F1(i+1,1));
A(qi—2,9j2+9)=d1*dNul(i,1)+d2+«Nul(i,1)—d1*H1(i,1);
A(qi—2,qj2+12)=d1"2*m*Nul (i ,1)*(-F1(i—1,1)4F1(i+1,1));
YISTTTTTITSISIITS Terceira Equagao WWISTSITITITITSo
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151 A(qi—1,qj242)=d1xdNul(i,1)+d2*Nul(i,1)+d1«H1(i,1);

152 A(qi—1,qj24+4)=m*Nul(i,1)*d1"2+(—-G1(i—1,1)4G1(i+1,1));

153 A(qi—1,qj245)=—2+G1(i,1);

154 A(qi—1,qj2+6)=—2+d2*Nul (i ,1)—2+F1(i,1);

155 A(qi—1,qj247)=d1x(—G1(i—1,1)4CG1(i+1,1));

156 A(qi—1,qj2+8)=mxdNul (i,1)*d1*(—G1(i—1,1)+G1(i+1,1)) ...

157 +d2xmx«Nul(i,1)*(G1(i—1,1)—2+G1(i,1)+G1(i+1,1));

158 A(qi—1,qj2+10)=d1*dNul(i,1)+d2*«Nul(i,1)—d1*H1(i,1);

159 A(qi—1,qj2+12)=m*d1"2*Nul(i,1)*(—-G1(i—1,1)+G1(i+1,1));

160 YTTTITTTITTIITI Quarta Equagao YIS TISTISTIS

161 A(qi, qj2+4)=d2/Nul(i,1)+2mmd1"2/Nul(i,1)*(=C1(i—1,1)+C1(i+1,1)) ...
162 +Scxd1+H1(i,1);

163 A (qi, qj2+5)=Sc*C1(i,1);

164 A(qi, aj2+7)=Sc#d1#(—C1(i—1,1)4C1(i+1,1));

165 A(qi, qj2+8)=m/Nul(i,1)#*d2+(C1(i—1,1)—2+C1(i,1)+C1(i+1,1))

166 —2xd2/Nul (i,1)4m"2/Nul(i,1)#*d1"2x(—C1(i—1,1)+C1(i+1,1))"2;
167 A(qi,qj2+412)=d2/Nul(i,1)—2#m+d1"2/Nul(i,1)*(—C1(i—1,1)+C1(i+1,1))...
168 —Scxd1xH1(i,1);

169 end

170 WITTTSSIITTSSTITTTS Resolvendo o sistema AX=

171 X=A\(b-r1);

172 YT TSTTITTISITISTISTTTIITTTS Calculo da Corregao WISTTSITIITISTISITSIIT o
173 for i=Il:nptos

174 qil=4x(i—1);

175 F1(i,1)=F1(i,1)4p*X(qil+1,1);

176 G1(i,1)=G1(i,1)+4p*X(qil+2,1);

177 H1(i,1)=HI1(i,1)+4p*X(qil+3,1);

178 C1(i,1)=C1(i,1)4p*X(qil+4,1);

179 end

180 YITTTTTITIIIISe Verificando se o residuo é maior que Epsilon WISTIIITI
181 q=0;

182 for kk=5:4«xnptos—4

183 if abs(b(kk,1)—r(kk,1))>epsilon

184 q=1;

185 break

186 end

187 end

188 if g==0

189 break

190 end

191 end

192 WITTTIIIIIIIIIIS Plotando os perfis F1, Gl, Hl e Cl WIIIIIITIISIIIIIIIIISo

193 figure

194 hold on

195 plot (x,F1,’r”)

196 plot (x,G1,’b”)

197 plot (x,—H1, ’m’)

198 plot(x,Cl1, k")

199 grid

200 title (’Resultado parcial de F1, Gl1, —H1 e C1’)
201 xlabel (’Comprimento da malha’)
202 ylabel (’F1, G1, —H1, C1’)

203 legend (’F17,°G1’,” —H1’,°C1’)
204 hold off

TITITTTSTTISTISITTSTTITTTIT S0 Pés—processamento A6

206 YV Calculo das derivadas de primeira ordem: DI1F1, D1G1, D1H1 e DI1Cl1 %%%%

0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0/ 0

207 DIF1(1,1)=d1*(—3%F1(1,1)+4«F1(2,1)-F1(3,1));
208 D1G1(1,1)=d1%(—3%«G1(1,1)+4+xG1(2,1)—-G1(3,1));
209 DIH1(1,1)=d1%(—3«H1(1,1)+4+H1(2,1)—H1(3,1));
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210 DIC1(1,1)=d1%(—3%CL(1,1)+4xC1(2,1)—C1(3,1));

211 %

212 D1F1(nptos,1)=d1*(3+F1(nptos,1)—4«F1(nptos—1,1)+F1(nptos—2,1));
213 D1G1(nptos,1)=d1%(3*Gl(nptos ,1)—4+Gl(nptos —1,1)+G1l(nptos —2,1));
214 D1H1(nptos ,1)=d1*(3+H1l(nptos,1)—4«xH1(nptos —1,1)+H1(nptos—2,1));
215 D1C1(nptos ,1)=d1*(3+%Cl(nptos,1)—4xCl(nptos —1,1)+C1l(nptos—2,1));
216 %

217 for i=2:nptos—1

218 D1F1(i,1)=d1*(—F1(i—1,1)4F1(i4+1,1));

219 D1G1(i,1)=d1*(—G1(i—1,1)4+G1(i+1,1));

220 DIH1(i,1)=dls(—H1(i —1,1)+H1(i+1,1));

221 DICL(i,1)=d1%(—C1(i—1,1)+C1(i+1,1));

222 end

223 Y% Célculo das derivadas de segunda ordem: D2F1, D2G1, D2H1 e D2C1 %99

224 D2F1(1,1)=d2x(2+F1(1,1)—5+F1(2,1)+4+F1(3,1)-F1(4,1));

225 D2G1(1 1):d2*(2*G1(1,1)—5*G1(2 1)+4+G1(3,1)-G1(4,1)) ;

226 D2H1 (1,1)=d2x(2+H1(1,1)—5+H1(2,1)+4«H1(3,1)—H1(4,1));

227 D2C1(1,1)=d2x(2+C1(1,1)—5xC1(2,1)+4%C1(3,1)—C1(4,1));

228 %

229 D2F1(nptos ,1)=d2%(2+F1(nptos,1)—5«F1(nptos —1,1)+4*F1(nptos —2,1) ...

230 —F1(nptos—3,1));

231 D2G1(nptos ,1)=d2*(2xGl(nptos,1)—5+Gl(nptos —1,1)+4+«Gl(nptos —2,1) ...

232 —Gl(nptos—3,1));

233 D2H1(nptos ,1)=d2*(2+«H1(nptos,1)—5+xHl(nptos —1,1)+4«H1(nptos —2,1) ...

234 —H1(nptos —3,1));

235 D2C1(nptos ,1)=d2*(2+«Cl(nptos,1)—5xCl(nptos —1,1)+4xCl(nptos —2,1) ...

236 —C1(nptos —3,1));

237 %

238 for i=2:nptos—1

239 D2F1(i,1)=d2x(F1(i—1,1)—2«F1(i,1)+F1(i+1,1));

240 D2G1(i,1)=d2%(G1(i—1,1)—2+G1(i,1)+C1(i+1,1));

241 D2H1(i,1)=d2*(H1(i—1,1)—2«H1(i,1)+H1(i+1,1));

242 D2C1(i,1)=d2(C1(i—1,1)—2xC1(i,1)+C1(i+1,1));

243 end

244 VSIS IISIIIIIS Salvando os vetores como arquivo de saida WISSSIIIISIIITIIIS

245 fid = fopen(’Resultados_sistemaVV1l.dat’, ’wt’);

246 fprintf(fid,’x F1 G1 H1 C1 D1F1 D1G1 D1H1 D1C1 D2F1 D2G1 D2H1 D2C1 Nul dNul\n’)

247 for i=Il:nptos

248 fprintf (fid ,”%4.10f %4.10f %4.10f %4.10f %4.10f %4.10f %4.10f %4.10f %4.10f
%4.10f %4.10f %4.10f %4.10f %4.10f %4.10f\n’

249 ,x(1,i),F1(i,1),G1(i,1) ,H1(i,1),C1(i,1),DIF1(i,1),D1G1(i,1) ,DIH1(i,1)...

250 ,DIC1(i,1) ,D2F1(i,1),D2G1(i,1) ,D2H1(i,1),D2C1(i,1) ,Nul(i,1),dNul(i,1));

251 end

252 fclose (fid);

253  IITITIIIIIIITITIIITIIS Salvando os dados do workspace WITIIIISITISITISIISIITS e
254 save (’DadosVV1’) ;

255 Tempo=toc

256 end
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Apendice C

Painel PEMM 2012

O Painel PEMM tem como objetivo principal a divulgagao dos trabalhos desen-
volvidos nos diversos grupos de pesquisa do Programa de Engenharia Metalurgica e
de Materiais da Universidade Federal do Rio de Janeiro e consiste na apresentacgao
de trabalhos de estudantes de graduacao e pés-graduacao na forma de painéis e apre-
sentacoes orais, assim como palestras de profissionais com trajetoéria reconhecida na
area de Metalurgia e Materiais.

A edigao de 2012 aconteceu nos dias 24, 25 e 26 de outubro de 2012 e os melhores
trabalhos de cada categoria foram premiados. A seguir, é exibido o poster premiado

na categoria Mestrado.
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. ENGENHARIA

» Universidade Federal METALURGICA
do Rio de Janeiro E DE MATERIAIS
Escola Politécnica Escola Politécnica
COPPE/UFRJ

Hidrodinamica de células eletroquimicas com eletrodo

semi-esférico rotatorio

Rachel Manhaes de Lucena'”, José Pontes', Norberto Mangiavacchi’
! PEMM-COPPE-UFRJ, CP 68505, 21941-972, Rio de Janeiro, RJ
2 Grupo de Ensaios e Simulagdes Ambientais para Reservatorios/GESAR-UERJ, Rua Fonseca Teles 121, 20940-200, Rio de
Janeiro, RJ
rachel.lucena@gmail.com, *bolsista de mestrado da FAPERJ

ropomos um modelo numérico para a obtengdo de resultados para os perfis de velocidades e de concentragdo para angulos distintos do eletrodo semi-esférico, através da solugdo das equagées de Navier-Stokes. O Método dos Elementos

Finitos € utilizado para a discretizagdo do problema e o cédigo numérico é
da ivad: ial, uma semi-Lagrang

Palavras-Chave: corrosao, eletrodo de disco-rotatério, eletrodo semi-esférico, método dos elementos finitos

o longo dos ultimos 15 anos o grupo de pesquisa na area de Eletroquimica Aplicada do Pro-

grama de Engenharia Metallrgica e de Materiais (PEMM) da COPPE/UFRJ vém realizando
estudos compreendidos tanto nos aspectos experimentais quanto teéricos sobre a hidrodinamica
de células eletroquimicas com eletrodos de disco e semi-esférico rotatérios.

Potenciostato

o

Py
i

ol
‘@I
™ resina

ferro

Eletrodo de Referéncia
(Hy/TESOyKCl)

Eletrodo de Trabalho (Fe)

Contra-eletrodo

Figura 1: Célula eletroquimica com eletrodo semi-esférico rotatorio

O escoamento sobre o disco rotatério é descrito por uma solugéo similar as solugdes encontradas
por von Karman (1921)[1] através da qual as equagdes diferenciais parciais governantes originais
sdo transformadas em um sistema de equagbes diferenciais ordindrias nao-lineares. A utilizagédo
do eletrodo de disco rotatério é limitada pela perda da geometria na dissolugao do ferro em meios
acidos. O eletrodo semi-esférico, por sua vez, mantém sua geometria nessa mesma dissolugéo.
Entretanto, a abordagem tedrica torna-se um grande desafio por ndo haver uma solugao similar da
hidrodinamica referente as proximidades da esfera rotatéria.

2. Modelagem matematica e método numérico

este trabalho, o escoamento de um fluido newtoniano incompressivel é modelado pelas
Equagdes de Navier-Stokes. A seguir, exibimos as equagdes da continuidade e de Navier-
Stokes simplificadas na forma adimensional:

Vev=0 (1
Dv 1 9
i - —;V[H—l/V v+g. 2)

onde v é o vetor velocidade, p é a presséo, p € a massa especifica, v é a viscosidade cinematica e
g é a gravidade.

A determinagdo do campo hidrodindmico através da solugdo das Egs. (1) e (2) sera dado
pelo método numérico denominado Método dos Elementos Finitos; trata-se de um método de
discretizagdo, isto é, dado um dominio este é dividido em subdominios chamados elementos.
O conjunto desses elementos é dito malha computacional. Utilizando fungdes de aproximagao
que agem sobre esses elementos a solugao das equagbes é calculada por meio de um cédigo
numeérico.

3. Resultados e discussédo

método dos elementos finitos tem demonstrado grandes avangos em trabalhos cientificos na
area da mecanica dos fluidos. Porém, para que este seja bem desenvolvido faz-se necessario
uma malha computacional consistente com o problema a ser resolvido. Desta forma, os resultados
que mostramos até o presente momento sdo resultados da malha computacional ainda em fase de

a partir de orientagdo a objetos. A discretizagao espacial dos termos difusivos e da pressao é feita pelo método de Galerkin. Utiliza-se, para discretizagdo
. O sistema linear é decomposto em blocos LU através do método da projegao discreto e resolvido por método iterativo.

aprimoramentos. Apds a obtengdo da malha mais refinada poderemos calcular os perfis de velo-
cidades e o campo de concentragao do problema proposto, ou seja, o escoamento de fluido pelo
eletrodo semi-esférico rotatério. A seguir, a Fig. 2 exibe os pré-resultados da malha computacional:

i
4

(a) Malha computacional (b)) Malha computacional seccionada pelo plano yO=

Figura 2: Malha computacional

A Figura 3 mostra a distribuicdo da magnitude da velocidade do fluido em dois momentos.
A Fig. 3(a) no instante ¢ = 0.3 mostra o desenvolvimento radial da camada limite na vizinhanga
do equador. E a Fig. 3(b) mostra o desenvolvimento da camada limite nas laterais do dominio.

veloclty Magnitude
'y Mag velocity Magniude

(a)t=03

(b)t=50
Figura 3: Magnitude da velocidade
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Abstract. We propose a numerical model to obtain results for the velocity and concentration profiles close to semi-
spherical rotating electrodes in electrochemical cells. The profiles refer to nondimensional velocity components along
the radial direction, for straight lines ranging from angles with the rotating axis 0 < 6 < m/2 obtained by solving the
Navier-Stokes equations using the finite element method. The discretization of the domain is made with an object oriented
approach. Spatial discretization of diffusive terms and the pressure is made by the Galerkin method. For the material
derivative we use a semi-lagrangian method.

Keywords: Corrosion, Rotating Disk Flow, Semi-spherical Electrode, Finite Element Method

1. INTRODUCTION

In the last 15 years, the group of Applied Electrochemistry of the Federal University of Rio de Janeiro (PEMM/COPPE/
UFRJ) has been involved with studies on the hydrodynamics of electrochemical cells having rotating disk electrodes and,
in a lesser extent, semi-spherical rotating electrodes, we mention Godinez (1996), Barcia et al. (1998), Anjos (2007) and
Oliveira (2011). Rotating disk flow is described by a similarity solution found by von Kdrman (1921) through which the
original governing PDEs are transformed in a system of nonlinear ODEs. Due to the existence of this similarity solution ro-

tating

disk flow has been widely used as a prototype not only in

electrochemistry, but also in other domains, like high speed Potentiostat WW
aerodynamics. The use of rotating disk electrodes present a I [ 53%::::::

limitation resulting from the fact that the electrode surface

looses its original geometry due to the dissolution of the resin

iron in the acid media of the electrolyte. An alternative con- iron

figuration consists in employing semi-spherical electrodes,

which keep their geometry when dissolved. However, a

major challenge appears in the theoretical approach of the [~ re fer’ence Electrode

problem, due to the fact that a similarity solution of the hy- (Hg/H,SQy/KCI)

drodynamics no longer exists for the hydrodynamic field [ Working electrode (Fe)

close to a rotating sphere.
In 1996, a doctoral thesis developed in the group of ap- \_ IM HyS0, solution j\ Counter-electrode
plied electrochemistry of the Federal University of Rio de

Janeiro dealt with a theoretical study for the hydrodynamic Figure 1. Electrochemical cell with a rotating semi-

spherical electrode
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and the concentration fields of a chemical species, close to a semi-spherical electrode. Two approaches were employed to
describe both fields. In the first one the governing PDEs including the simplifications introduced by the particular geom-
etry were solved numerically and in the second one a series expansion of the velocity components in functions depending
on the radial coordinate r was developed.

The subject electrochemical cell comprises a semi-spherical working electrode immersed in a 1M of S;OHy elec-
trolyte solution, turning with specified 2 angular velocity, a counter-electrode and a reference electrode, as schematically
sketched in Fig.1.

The governing equations for an incompressible fluid, written in nondimensional form read:

Dv 1 1 T

o - pr+ 2V (Vv +VvT)] (D)
Vv = 0 2

Dc 1

Dt ReScV H(DVe). @

In the above equations, c is the concentration of the chemical species resulting from the dissolution of the iron elec-
trode in the electrolyte, D is the diffusion coefficient of the species, Re and Sc are the Reynolds and Schmidt numbers,
respectively.

The hydrodynamic equations with the simplifications introduced by the geometry of the rotating semi-sphere read:

ov, i Ovg  cotf

“ve — 4
or ro 00 + o ve 0 )
Ovg vg Ovg cotd , _ 3211.9
Uror ro 00 1o Y T Vg2 )
Ovy vy Ovg ~ cotl D%y
- ro 00 + o vove = Vg ©

In the above equations, 7 is the radius of the semi-sphere and v, the kinematic viscosity of the fluid. Boundary conditions
for Eqgs. (4)-(6) are, in r = rg: v, = vg = 0 and vy = ro{)sin @, where  is the steady angular velocity imposed to the
electrode.

A solution of Egs. (4)-(6) in a power series of # is given by:

vo = roQF(0,n) = roQ [0Fi(n) + 6> F3(n) + 0°F5(n) + 07 Fr(n) + - - -] )
vy =roG(0,1) = 1 [0G1(n) + 6°Ga(n) +0°Gs(n) +07G7(n) + - -] ®)
ve= ()P HO.) = (WQY? [Hi(n) + 62 Ha(n) + 6" Hs(n) + 0°Hy () + -] ©

where 7 is defined by: n = (Q/v) 1/2 (r — o) and F,,, G,, and H,,, forn =1,3,5,7, - - -, are nondimensional functions.

Godinez’ expansion provides numerically stable solutions of Egs. (7)-(9) not too close to the sphere equator, namely,
for angles 6 < 80°, but the results for 6 > 80° are not satisfactory. The purpose of this work is to extend Godinez’ results
and obtain numerical solutions of the full 3-dimensional equations governing the hydrodynamic and the concentration

field of the chemical species originated by dissolution of the semi-spherical iron electrode.
2. FINITE ELEMENT METHOD

The Finite Element Method (FEM) provides a tool for discretizing and solving the original PDEs. The domain is
subdivided in small subdomains denoted by finite elements. The ensemble of finite elements define the numerical grid. In
short, the method consists in finding an approximate solution of the weak or variational form of the governing equations

through the finite element interpolation functions.
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2.1 Variational Formulation

The variational formulation is obtained by properly weighting the governing equations, namely, Eqs.(1)-(3). We

obtain:
Dv 1 1
— . wdQ -~ W] dQ + — NDlvwld = 10
T p/ﬂp[v w] -I-Re/Q[(VV-‘rVV )] Vw 0 (10)
/[V-v]qu ~ 0 (1
Q
Dc 1 T _
QﬁrdQ—FReSc/Q(DVC).VT aQ = 0. (12)

Functions w, ¢ and r are the weighting functions defined in the space )} with the prescription:

V:i={weH (Q) | w=0 in I'.}, where u. is the essential boundary condition value, T’ a possible boundary for

the domain Q, H!'(Q2) := {u € EQ(Q)‘g—u €L:),i=1,... ,n} and £2(Q) is the Lebesgue space, i. e., the space
Lq

of all square integrable functions. Boundary conditions for this work are: v, = vg = 0 and vy = ro{)sin @, where Q is
the steady angular velocity imposed to the electrode. These conditions approximately mimic an unbounded domain in the

radial direction.
2.2 The Semi-discrete Galerkin Method

The semi-discrete Galerkin Method provides a partial discretization where the functions that approximate a solution
for the governing equations (Eqgs.(10)-(12)) comprise a linear combination of shape functions depending on the time of
functions intended to depend on the space coordinates. Following this procedure we denote by NV, NP and NC the
number of velocity, pressure and concentration nodes, respectively, of the discrete grid of elements of the original domain

Q). The following semi-discrete approximation functions are obtained:

va(x,8) o~ NV ()N (x), vy (%, 1) SN GON(X), vk t) o~ SN w () Ni(x),
SN piPi(x)  and  c(x,t) ~ YN et)Ci(x),

Q

Q

p(x,t)

where the coefficients u;, v;, w;, p; e ¢; denote continuous functions in the time (¢) and functions V;(x), P;(x) and C;(x)
are interpolation functions at specified positions x for the velocity, pressure and concentration, respectively.

The discretized system becomes, in matrix form:

1
My 4+ —Kv — Gp

= 0
Re
Dv = 0
1
M+ —Keec = 0,
¢+ Rese eC
where
Mx 0 0 KX ny sz T
M=| 0 M, 0|  K=|Ky Ky Ky |, G=[G Gy G,| .
0 0 Mz sz sz KZ
KX = 2Kxx + Kyy + KZZa KY = Kxx + 2I<yy + KZZa KZ = Kxx + Kyy + 2K227
T T
D-|D. D, D, ], v=la v ow] . v=[u v w].
M. 0 Kexx 0 0
M. = 0 M. O and K. = 0 Keyy 0
0 0 M, 0 0 Kezz
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2.3 The semi-lagrangean method

The method considered in this section has been widely used since the 80‘s in the solution of convective problems. The
main favorable features are stability and the large time steps allowed.

One can observe the use of a discrete representation of the substantial derivative in the discretized weak form of the
governing equations. In this section we apply the semi-lagrangean method to the substantial derivatives of the governing
equations. We obtain:

n+1 n
% == At = (13

The global matrix system takes the following discrete form:

AR 1
M 7 d 7K n+l G n+1 _ 14
(Mmoo et = a9
Dv*tl = 0 (15)
et en 1
Mc 7 d KC n+1 — 0 16
< A ) T Rese<C ’ (16)

where v = v"(z4,t"), ¢ = ¢"(z4,t™) and x4 refers to the starting point in the time t" < ¢ < t"T! with initial

condition z(t" 1) = x;.
3. RESULTS

Figure 2(a) shows the numerical grid used in the FEM simulations of the hydrodynamic field close to the semi-spherical
electrode. Boundary conditions assume vanishing velocity at the bottom and at the upper free surface. At the electrode
surface the fluid turns with the tangential velocity of the semi-sphere. At the sidewalls we specify p = 0, a condition that

better mimics an infinite domain in the horizontal plane. Fig. 2(b) shows a section along the z direction in R?.

SR
il N §§ N 1
i R

(2) (b)
Figure 2. (a) Representation of computational mesh; (b) Sectioned mesh

Figure 3 shows the distribution velocity magnitude at two different times. Figure 3(a) at time ¢ = 0.3 shows the radial
development of a boundary layer in the neighbourhood of the equator. Figure 3(b) shows the further development of

boundary layer towards the lateral boundaries of the domain.
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(a)

(b)
Figure 3. (a) Velocity magnitude at time ¢ = 0.3; (b) Velocity magnitude at time ¢ = 5.0

Figure 4 shows the distribution z component of the velocity at two different times. Figure 4(a) at time ¢ = 0.3 shows
the development of a negative velocity close to the pole due to the rotation of the semi-sphere. Figure 4(b) shows the

grows of this region towards the lateral boundaries of the domain, and the formation of stagnation regions close to the
equator.

veloo|T YA veIoch z
-0,01 -0,01
-0,03 -0,03
-0,05 -0,05
-0,07 -0,07

(a) (b)
Figure 4. (a) z component of the velocity at time ¢ = 0.3; (b) z component of the velocity at time ¢t = 5.0

Figure 5 shows the distribution y component of the velocity at the yz plane at two different times. Figure 5(a) at time

t = 0.3 shows the development of a thin boundary layer from the pole to the equator and then a jet detaching from the
equator. Figure 5(b) shows the development of the boundary layer and the jet at later time
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Figure 5. (a) y component of the velocity at the yz plane at time ¢ = 0.3; (b) y component of the velocity at the yz plane
attime ¢t = 5.0

Fig.6 shows the stream lines obtained by solving the governing equations employing the method described in Sec.2.
. The stream lines start from the bulk of the flow swirling in the direction of the semi-sphere and then the detach from

boundary layer and are ejected outwards.

velocity Magnitude

I

0.3

0.2
0.1
0,004

Figure 6. Stream lines

The results are physically consistent with previous results obtained for electrochemical cells with rotating semi-

spherical electrodes. We will proceed investigating the influence of mesh refining and domain dimensions on the flow.
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